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Abstract

In this thesis we develop a very powerful operational calculus for operators of
class IC, the set of all closed operators A : D(A) C X — X (where X is a Banach
space) fulfilling (0,00) € p(A) and sup,.q||[AR(A; A)|] < oo (then —A is called
non-negative). With this, operator equations of the form

N Mn
ol + Z/ T R A) ™ dpa(X) = 0
n=1 R™

+ =1

can be deduced from the corresponding equation related to the multiplication
operators A; € K, Az := —s -z (s > 0), without any restrictive conditions, so
that only a scalar equation has to be proven.

In the case that A is densely defined, even equations of the form

P N Mmn
cot 3y (Ao 3 [ T ROG (=AY dpa(3) () =0
p=1 n=1

+ =1

can be treated. Here we have c € C, forn =1,...,N m, € N, En e R, py, a

complex Borel-measure with menX*k"dmnKX) < oo and in the second case addi-
+

tionally &, € (0,1]™ and 3, > 0 as wellas ¢, € Cand o, >0 for p=1,..., P.

With this operational calculus we extend results of H.-W. Hovel and U. West-
phal [3| on fractional powers (—A)*, 0 < a < 1, of densely defined operators
of class K. We provide a complete characterization for all values of o > 0 and
demonstrate that one of the basic methods of [3] could not be applied to derive
results for o > 1.

Finally, we illustrate how this operational calculus can be used to generali-
ze results from the literature. We take as our example the characterisation of
convergency rates in a generalized Abelian mean ergodic theorem for semigroup
generators presented in [9]. We apply the operational calculus to extend this work
to all densely defined operators of class K.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein sehr leistungsfihiger Funktionalkalkiil fiir Operato-
ren der Klasse I entwickelt, das ist die Menge aller abgeschlossenen Operato-
ren A: D(A) C X — X (fiir einen Banachraum X) mit (0,00) € o(A) und
SUPysol|[AR(A; A)|| < 0o (—A heifit dann nicht-negativ). Damit konnen Operator-
gleichungen der Form

cf—i—Z/ HR Ai; ) dpp (X) = 0

+11

ohne restriktive Voraussetzungen auf die entsprechende Gleichung fiir die Multi-
plikationsoperatoren A; € K, Asx := —s-x (s > 0), zuriickgefiihrt werden, so
daf nur noch eine skalare Gleichung bewiesen werden mufs.

Ist A zusétzlich dicht definiert, so werden sogar Gleichungen der Form

cr+ Y (A O‘px—l—Z/ HR i — (=AY eidy, (X) (—A) Pz =0

+zl

erfafst. Dabei ist c € C, firn=1,...,N m, € N, k, € R}, pn ein komplexes

Borel-Maf mit [, A" d|11,|(X) < 00 und im zweiten Fall zusiitzlich &, € (0, 1]™
+

und 3, > 0 sowie ¢, € Cund o, > 0 fiirp=1,..., P.

Mit Hilfe dieses Kalkiils wird die Arbeit [3] von H.W. Hovel und U. West-
phal {iber einen Zugang zu gebrochenen Potenzen (—A)*, 0 < a < 1, von dicht
definierten Operatoren der Klasse IC erweitert. Wir stellen eine vollstandige Cha-
rakterisierung fiir alle Werte o > 0 vor und zeigen auch, daf ein Ansatz in [3| nicht
benutzt werden konnte, um die gewiinschten Ergebnisse fiir o > 1 zu erzielen.

Schlieflich wird gezeigt, wie man mit Hilfe des Funktionalkalkiils Ergebnisse
aus der Literatur verallgemeinern kann. Als Beispiel dient uns hier die Charakteri-
sierung von Konvergenzraten in einem verallgemeinerten Abelschen Ergodensatz
im Mittel fiir Halbgruppenerzeuger, wie sie in [9] vorgestellt wurde. Wir verwen-
den den Funktionalkalkiil, um diese Arbeit auf alle dicht definierten Operatoren
der Klasse IC zu erweitern.
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Kapitel 0

Einleitung

Ist A: D(A) — X ein abgeschlossener Operator auf einem Banachraum X, so
steht A" fiir die n-fache Hintereinanderausfiihrung dieses Operators, und es gelten
offensichtlich die beiden Potenzgesetze

AMAT = ATt sowie (A™)h =A™ (m,n € N). (1)
Im Zusammenhang mit der Losbarkeit der Differentialgleichung

Lu(t) — Au(t) = 0, u(0) = ug

dtn

—mit formaler Losung u(t) = eAl/"tuo—begann man, sich die Frage nach mog-

lichen Definitionen von gebrochenen Potenzen A* (« > 0) des Operators A zu
stellen, und sogar komplexe Werte fiir & mit Re« > 0 wurden untersucht.

Forderungen, die man an mogliche Definitionen von A® stellt, sind die Giil-
tigkeit der Potenzgesetze (1) fiir beliebige Werte oy, ap > 0 und natiirlich die
naheliegende Forderung, daf fir @« € N der definierte Operator A% wieder die
a-fache Hintereinanderausfiihrung von A ergibt.

Weiter muf man sich die Frage stellen, welche Eigenschaften man von dem
Operator A fordern mufs, damit eine solche Definition sinnvoll ist—bei der Defi-
nition gebrochener Potenzen von negativen Zahlen st6fst man schlieflich auch auf
Probleme. In der Praxis betrachtet man haufiger Operatoren A, die eine gleichma-
Rig beschriinkte Halbgruppe {e?!; ¢t > 0} C L(X), sup,solle?|| < oo, erzeugen,
und man hat festgestellt, dak eine sinnvolle Definition gebrochener Potenzen dann
i.a. nur fiir den Operator (—A) moglich ist. Unter anderem aus diesem Grund
findet man in der Literatur hiufig Betrachtungen von Operatoren (—A)® anstelle
von A?%; wir wollen uns diesen Autoren anschliefien.

Eine wegweisende Serie von sechs Arbeiten iiber gebrochene Potenzen von
Operatoren hat H. Komatsu mit [1] veroffentlicht. Er betrachtet—wie auch A.V.
Balakrishnan in [2]—eine weitaus grofsere Klasse von Operatoren, namlich die der
Klasse IC aller abgeschlossenen Operatoren A mit

(0,00) C p(A) und sup|[AR(X; A)|| < oo.
A>0



—A heift dann nicht-negativ.

Seine Definition ist verhdltnisméafig abstrakt: Er definiert erst einen Operator
J, auf einer Teilmenge des spéteren Definitionsbereiches D((—A)%) von (—A)*
und definiert dann (—A)® als dessen kleinste abgeschlossene Erweiterung. Nachteil
dieses Verfahrens ist, daf man nicht auf ganz D((—A)*) eine explizite Darstellung
von (—A)® besitzt. Jedoch zeigte Komatsu in [1, II, Theorem 2.10] fiir dicht
definierte Operatoren A die Formel

(—A)%z = s-lim C, L, /N AT = AR(A; A)"zd)  fiir Vo € D((—A4)*) (2)

N—00

(0 < @ < m € N), wobei dieser Grenzwert genau dann existiert, wenn = €
D((—A)®) ist. Hierbei ist C,,, eine von « und m abhingige positive Normie-
rungskonstante.

H.W. Hovel und U. Westphal zeigten dann 1972 in ihrer Arbeit [3] (fiir 4hn-
liche Arbeiten iiber Halbgruppenerzeuger siehe auch [4] und [5]), daf man fiir
dicht definierte Operatoren A € IC Gleichung (2) auch als Ausgangspunkt wihlen
und von ihm ausgehend die Abgeschlossenheit der Operatoren (—A)® und die
Potenzgesetze zeigen kann. Dazu mufiten sie als entscheidenden Schritt in ihrer
Arbeit zu jedem Operator A Operatoren T, v € L(X) (0 < a<m € N, N > 0)
finden mit s-limy_,o0 Tom,nT = Co,m + @ und

N
(= A) Ty = / AT Z AR(A A)™d z (3)
0
fir0<a<méeN, N>0und alle z € X. Sie wihlten als Ansatz
Ty = / Pam(\NR(NA; A) d), (@)
0

wobei pom eine von A unabhingige Funktion mit A\ !psm(A)| € L(0,00) ist.
Damit waren sie jedoch nur fiir 0 < o« < 1 = m erfolgreich. So mufsten sie sich
in ihrer gesamten Arbeit auf diesen Fall beschranken, und bis heute war es nicht
gelungen, Operatoren Ty, ., n fiir die iibrigen Fille zu finden.

Diese Liicke soll nun geschlossen werden: Erstens wird in Anhang A ge-
zeigt, daf es Werte 1 < o < m € N gibt, fiir die keine Funktion p,,, mit
A Pam(A)| € L(0,00) mit obigem Ansatz zum Erfolg fiihrt, und zweitens soll
gleich eine Losung des Problems in Form eines funktionierenden allgemeineren
Ansatzes prasentiert werden.

Dies soll erst in Kapitel 3 geschehen. Bei dem Beweis von Gleichung (3) fiir
m > 1 ergibt sich ndmlich folgendes Problem: Ausgangspunkt zum Beweis dieser
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Formel ist die Gleichung

N
/ AT = AR A)™ N Ty a1
0 )
_ / UL ARG A)™dA Ty .
0

(0 < < my,mg, M, N >0, x € X). Fiir Operatoren der Klasse K gab es jedoch
bis jetzt nicht viele Moglichkeiten, Operatorgleichungen der Form (5) zu zeigen,
falls T, ,, v wieder eine Integralform &hnlich wie in (4) hat.

Der géingigste Weg, die Faltungsmethode—sie wird von Hoével und Westphal,
aber auch von Komatsu und Balakrishnan in ihren Arbeiten verwandt—, be-
steht darin, die zu zeigende Operatorgleichung fiir die Multiplikationsoperatoren
Agr = —a-x (a > 0) zu zeigen, wobei die Operatorgleichung zu einer skalaren
Gleichung mit /\%a anstelle von R(\; A) wird, und sie anschliefend auf die Form

/0 T AR A)wdr = /0 " BOVRO: A)z (6)

zu bringen. Da dann auch diese Gleichung fiir die Multiplikationsoperatoren gilt,
besagt (6) in diesem Fall, dak die Stieltjes-Transformierten von f; und f, iiber-
einstimmen, also auch die Funktionen selber, so daf (6) und folglich auch die
Ausgangsoperatorgleichung fiir alle Operatoren A € K bewiesen ist. In Einzelfil-
len kann f; = f5 auch direkt gezeigt werden.

Was diese Methode allerdings miihsam und héufig sogar vollig unbrauchbar
macht, ist die Reihe von sehr komplizierten Abschitzungen, die beim Umformen
zu Gleichung (6) bewiesen werden miissen, wenn zwei Integrale zu einem zusam-
mengefallt werden sollen (siehe [3, Lemma 2.3]), und daf i.a. nur dann Aussicht
auf eine solche Umformung besteht, wenn in den Ausgangsintegralen keine héhe-
ren Potenzen R(\; A)" (n > 2) auftauchen, wie dies zum Beispiel in Gleichung
(5) fiir my > 1 oder my > 1 der Fall ist.

Stehen in der Ausgangsgleichung gar drei Integrale auf jeder Seite, dann miifite
dieser Vorgang in zwei Schritten geschehen, mit wachsendem Schwierigkeitsgrad.
Dieses Problem tauchte ebenfalls in [3, Theorem 4.2] auf, konnte dort jedoch
letztlich umgangen werden.

Folglich verlangt der Beweis von Gleichung (5) nach einer vollkommen neuen
Beweismethode, die in Kapitel 2 entwickelt und in Kapitel 5 verfeinert werden soll.
Es wird ein sehr leistungsfidhiger Funktionalkalkiil entwickelt, dessen Beweis auf
einer Idee von F. Hirsch in seiner Arbeit [6] basiert. Dieser verwendete anstelle der
Faltungsmethode die Funktionalmethode, er verwandelte also die zu beweisenden
Operatorgleichungen mit dem Satz von Hahn-Banach in Funktionalgleichungen
und bewies diese dann letztlich mit der Laplacetransformation fiir Distributio-
nen. Leider erfaft aber weder die Arbeit von Hirsch noch der darauf aufbauende
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weitergehende Artikel 7] von Martinez und Sanz Integrale mit hoheren Potenzen
der Resolventen im Integranden. Ebenso werden dort Mehrfachintegrale nicht in
der bendtigten Allgemeinheit beriicksichtigt.

Der hier vorgestellte Kalkiil umgeht alle genannten Probleme vollstédndig, und
die einzige Voraussetzung, die bei seiner Anwendung noch zu iiberpriifen ist, ist
meist auf den ersten Blick zu erkennen und ohnehin notwendig, damit garantiert
ist, daf die zu zeigende Operatorgleichung iiberhaupt einen Sinn ergibt.

Konkret besagt er in seiner ersten Fassung insbesondere, daf Operatorglei-
chungen, deren Gleichungsseiten nur aus der Summe eines Vielfachen der Identi-
tiat mit beliebig vielen Verkettungen von Operatoren der Form

/0 RO A du()

bestehen, wobei die Existenz dieser Integrale durch

/ Amd|| (V) < 0o
0

gesichert sein muf, nur fiir die Multiplikationsoperatoren gezeigt werden miis-
sen, und dann gelten sie ohne weitere Voraussetzungen auch fiir alle Operatoren
der Klasse K, ja sogar fiir beliebige Resolventenfamilien {R(A); A > 0} mit
SuUpysol[AR(A)]| < co. Dabei miissen die Mafe p nicht einmal eine Dichte beziig-
lich des Lebesgue-Mafes besitzen, was in Kapitel 3 im Fall a € N, aber auch in
Kapitel 6 Anwendung findet.

Nachdem eine vorldufige Version dieses Werkzeuges in Kapitel 3 fiir die Verall-
gemeinerung von [3] verwendet wurde, wird sie fiir dicht definierte Operatoren A
in Kapitel 5 noch wesentlich in dem Sinne verbessert, daf nun auch in mehrfacher
Hinsicht gebrochene Potenzen erfafst werden: Es werden nun auch gebrochene Po-
tenzen der Resolventen zugelassen, diese diirfen sich auf verschiedene Potenzen
—(—A)* (0 < a < 1) des gleichen Operators A beziehen, und es diirfen Opera-
toren (—A)® (o > 0) auch beliebig mit den Integralen verkettet werden oder als
einzelne Summanden auftauchen.

Somit ist die erweiterte Fassung des Kalkiils nicht mehr nur auf stetige Ope-
ratoren beschrinkt und wird in der Praxis in vielen Situationen zum Pendant des
Schwartzschen Funktionalkalkiils fiir Erzeuger gleichméfig beschrankter Halb-
gruppen (siehe dazu zum Beispiel [8]).

Als wesentlicher Bestandteil des Beweises der allgemeinen Version wird in
Kapitel 4 die gebrochene Potenz (—A)* durch die gebrochene Potenz der Yosida-
Approximation A, := AAR(A; A) approximiert, denn (—A,)® ist stetig und wird
von der ersten Version des Funktionalkalkiils erfaft.
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Wie dieser Kalkiil dazu verwendet werden kann, um bestehende Beweise auf
die dicht definierten Operatoren der Klasse K zu verallgemeinern, soll im ab-
schliefenden Kapitel 6 demonstriert werden, hier anhand der Arbeit [9] von U.
Westphal iiber die Charakterisierung der Konvergenzraten eines auf gebroche-
ne Potenzen verallgemeinerten Abelschen Ergodensatzes im Mittel, in der nur
solche Operatoren A € IC betrachtet wurden, die eine gleichméfig beschrankte
Halbgruppe erzeugen.



Kapitel 1

Hilfsmittel aus der
Distributionentheorie

In Kapitel 2 wird als ein entscheidendes Beweismittel die Laplacetransformation
von temperierten Distributionen verwendet werden. Deren Definition und wich-
tigste Eigenschaften sollen nun zusammengefallt werden. Sie wurden dem Stan-
dardwerk [10] von A.H. Zemanian entnommen.

Eine Funktion f : R, — C heift bekanntlich Laplace-transformierbar, falls es
ein ¢ € R gibt mit [°|f(z)]e™"dz < oo, und die Laplacetransformierte ist dann
fiir alle z € C mit Re z > ¢ definiert durch

L)) =T = [ fwe e
0
L(f) ist eine holomorphe Funktion, und es gilt der Eindeutigkeitssatz

L(fy=0 =  f=0 fi.

Um die Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes zu zeigen, reicht es wegen der
Holomorphie, L(f)(s) = 0 fiir alle reellen s > ¢ aus einer Punktmenge mit Héu-
fungspunkt sy > ¢ zu zeigen.

Der Begriff der Laplacetransformation kann nun auf eine bestimmte Klasse
von Distributionen verallgemeinert werden.

Dazu definiert man zuerst den Raum der temperierten Distributionen, und
zwar wie folgt: Der Schwartzraum S(R) aller stark fallenden Funktionen ist die
Menge der Funktionen ¢ € C*°(R) mit

Vn,k € Ny poilp) = sup|x"<,0(k)(x)| < 00,
zeR

13
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versehen mit der von der Halbnormenschar {p, x; n,k € Ny} erzeugten lokalkon-
vexen Topologie. Der Raum S'(R) der temperierten (oder auch ,schwach wach-
senden®) Distributionen ist dann der topologische Duale von S(R), also die Menge
aller linearen Funktionale F' : S(R) — C mit

m l
30 >03m, 1 €Ny Vp € S(R) = [(F,0)| < CY Y pulep)-
n=0 k=0

Man kann sich klarmachen, daf man S&'(R) als Unterraum des Distributionen-
raumes D'(R) auffassen kann, und nennt eine Distribution F' € D'(R) Laplace-
transformierbar, wenn

e supp F' C [0, 00),
e dceeR: e “F e §'(R).

Dabei ist (e ' F,p) := (F,e “¢) fiir alle ¢ € D. Insbesondere ist die zweite
Bedingung fiir alle F' € §'(R) mit ¢ = 0 erfiillt.

Die Laplacetransformierte von F wird dann fiir alle 2 € C mit Rez > ¢,
wobei ¢y das Infimum aller moglichen Werte fiir ¢ ist, definiert durch

L(F)(2) := F(z) := (e ®F(t), \(t)e~ %) (Rez > ¢ > ).

Die Schreibweise F'(t) soll andeuten, da die Ausdriicke e~ und A(t)e~ =9 als
Funktionen von ¢ aufgefalt werden sollen. Hierbei ist A eine beliebige Funktion
aus C°(R), die nach unten beschriankten Tréger hat und die in einer Umgebung
von [0,00) den Wert 1 annimmt.

Auch L(F') ist dann holomorph, und es gilt der Eindeutigkeitssatz

L(F)=0 =  F=0.

Die distributionelle Laplacetransformation ist eine Erweiterung der klassi-
schen, denn ist eine Funktion klassisch Laplace-transformierbar, dann ist die zu-
gehorige reguldre Distribution auch distributionell Laplace-transformierbar mit
der gleichen Transformierten.

Man kann beide Formen der Laplacetransformation auch auf Funktionen bzw.
Distributionen ausweiten, deren Trdger nach unten nur durch eine beliebige
reelle Zahl beschrinkt zu sein braucht, dies ist in dieser Arbeit jedoch nicht von
Bedeutung.



Kapitel 2

Der Funktionalkalkul fur
Resolventenintegrale

2.1 Einige Schreibweisen und Bezeichnungen

Wir fithren nun einige Kurzschreibweisen ein, um die ohnehin schon iiberladene
Notation dieses Kapitels etwas zu entlasten.

Wie iiblich sei fir & = (ki,....km) € N |k| := ki + -+ + ky, und
DF := 9kt .. g

Neu fithren wir fiir einen Vektor k = (k1,...,kn) € R™ und eine Konstante
¢ € R die Schreibweise k — ¢ = (ky — ¢,...,ky — ¢) ein. Diese Schreibweise
wird deshalb sehr hilfreich sein, weil wir es oft mit Vektoren unterschiedlicher
Dimension zu tun haben werden. )

Auferdem definieren wir fir X € R” und k € R™ X := A% ... \kn Hierbei
sei Ry das offene Intervall (0, 00).

Als Resolventenfamilie bezeichnen wir eine Familie R = {R(\); A > 0} C
L(X) stetiger Operatoren eines Banachraumes X in sich selbst, fiir die die Re-
solventengleichung

VA p>0, A#p

gilt. Die Familie R heifst M-beschrénkt, falls

sup[|AR(N)|| < M < co.

A>0

Man sieht schnell, dafs fiir jede M-beschrankte Resolventenfamilie R die Funktion
A — R(\) unendlich oft differenzierbar ist mit

PR = (175! RV Ve N,.

15
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2.2 Definition und Rechenregeln

Wir prézisieren nun mit Definition 1 und Satz 1 die in der Einleitung bereits
angedeutete Hauptaussage dieses Kapitels:

Definition 1. Sei G der Vektorraum aller Funktionen f : R, — C, die sich in
der Form

kn,i

_c—i—Z/ AM ) (%) (> 0) (2.1)

darstellen lass_gn, wobei ¢ € C eine Konstante und fir allen = 1,...,N € Ny
m, € N, k, € N" wund p, en komplexes Borel-Maf$ auf R™ mit

men)\ Frd| | (X) < 00 ist.

Definiere dann fiir jede auf einem Banachraum X definierte M-beschrankte
Resolventenfamilie R = {R(\); A > 0} und jedes f € G den Operator Hr(f) €
L(X) durch

=cl+ Z/ | At (X). (2.2)

Bemerkung: Ist R(-) = R(-; A) fiir ein A € K, so sind sogar Werte k, € R7"
zugelassen. Der Beweis dazu soll hier jedoch nicht vorgefihrt werden; er verlduft
analog zu dem von Satz 9 in Kapitel 5.

Die Hauptschwierigkeit besteht nun darin, die nichttriviale Aussage zu zeigen,
dak der eben definierte Operator Hg(f) wohldefiniert ist, daf also der definierende
Term in (2.2) unabhingig von der Darstellung (2.1) von f ist. Die in der Praxis
ebenfalls wichtigen Rechenregeln von Satz 1 (ii) sind dagegen verhéltnisméRig
leicht einzusehen; ihr Beweis wird noch in diesem Abschnitt vorgefiihrt werden.

Satz 1. (i) Der Operator Hg(f) ist wohldefiniert.
(ii) Fir Yo, € C und Yfi, fo € G sind auch af; + Bfy und fi - fo in G, und es

gelten die Rechenregeln
a) Hr(afi + Bf2) = aHr(fi) + BHE(f2),
b) Hr(fi- f2) = Hr(f1) o Hr(f2)-

Um Satz 1 zu beweisen, werden wir im gesamten nichsten Abschnitt Satz 2
zeigen, aus dem dann, wie gleich gezeigt wird, Satz 1 unmittelbar folgt.
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Satz 2. Sei X ein Banachraum und R := {R(\); A > 0} eine M -beschrinkte
Resolventenfamilie.

Sei N € N, und fir jedesn =1,...,N sei m, € N, /Zn e N und u, ein
komplezes Borel-Maf auf R mit menX_E” d|pin|(X) < co. Ferner gebe es eine
Menge M C Ry mit Hdufungspunkt zrzr& derart, daf$ fiir alle a € M

kn,i

i/ﬂwﬁ <Ai1+a> djin(3) = 0 (2.3)

1st. Dann 1st

Hp=" /R RO dy =0, (2.4)

(i) Seien
N Mn 1 o i . N’ m; 1 k;,j )

(2.5)
zwei verschiedene Darstellungen von einer Funktion f € G. Mit a — oo erhilt
man ¢ = ¢, und folglich hat die Differenz der beiden Ausdriicke, die fiir Va > 0 den
Wert 0 annimmt, eine Form wie in (2.3). Also kann Satz 2 angewendet werden, und
die resultierende Gleichung (2.4) besagt gerade, daf die Differenz der beiden den
Ausdriicken (2.5) zugeordneten Operatoren der Nulloperator ist, was zu zeigen
war.

(ii) a) Die Gleichung Hg(f1 + f2) = Hr(f1) + Hr(f2) ist klar, die Gleichung
Hr(af) = aHr(f) zeigt man mit afRTndun = fRTnd(aun).
(ii) b) Haben f; und f, die Darstellungen (2.5), so gilt

Hr(f1) o Hr(f)

N Mn N’ m
= eI+ Z/RmnH R() dan ()] o [T+ Z/Rm? [T 20 5 dpu(3)
n=1 =1

+ =1 + j=1
N M N’ m;
—cd1+3 [ TR0 )0+ Y [ TTRO e
n=1"7R{™i—y =1 YRy G

!

N N’ mn my

£ [ TR0 TR0 e © ) (5,50

m l
n=1 =1 YRE" xR =y j=1
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:HR[CC'+Z/ H(Aﬁ ) (e ) ( +Z/ ”d(cul)(X)
n=17R{" i1 Ry j= 1
N N mp m;

50 [ TG T ) itn @ )35

= Hr(f1f2)- O

2.3 Beweis der Wohldefiniertheit

Beweisen wir nun also Satz 2. Zun#chst muf die Zuordnung R(-) (X —
[T R(X;)*») linearisiert werden. Dies geschieht fiir kn = (1,...,1) mit Hilfe
des nun definierten Operators A ~! und beruht auf der mehrfachen Anwen-
dung der Resolventengleichung. Die Funktionsweise dieser Operatoren wird im
darauffolgenden Lemma 1 deutlich werden.

Definition 2. (i) Die linearen Operatoren AP : C®°(R,) — C®(RY™), p € Ny,
seien fir alle ¢ € C*°(Ry) und alle \; > 0 (i = 1,...,p + 1) iterativ definiert
durch

Ny = ¢,
_p)=p(2) A A
(A(P)()\I;)\Q) - ,/\1—)\2 ) 1 7£ 2
—¢' (M), AL = Ay,
(APHR)(Ary - Aprz) = [A((APQ) (A, A, )| (s, Apr2)  (PEN).
(i1) Fir alle a > 0 sei u, € C°(Ry) definiert durch ug(\) := ﬁa (A >0).

Es sei angemerkt, dafl (AP@)(Ay, ..., Ap;1) bis auf das Vorzeichen (—1)P gera-
de die dividierte Differenz p-ter Ordnung von ¢ an den Stiitzstellen Ay,..., Appq
ist. Daf dabei AP auch tatsichlich in den Raum C*°(R?*") abbildet und damit
der Iterationsschritt in der Definition i.a. iiberhaupt sinnvoll ist, wird in Lem-
ma 2 bewiesen. Zuvor jedoch zur Motivation Lemma 1, auf das Lemma 2 nicht
zuriickgreift.

Lemma 1. Fir allepe Ny, a >0, x € X und z* € X* qilt
(i) (APuq)(Ar, .oy Apn) = T2 wa(N)
(ii) (AP (RO)z,29) (M- Aper) = (T RO 2,27).

BEWEIS: Es reicht, (i7) zu zeigen, denn mit X =R, R(\)z := o1 -z Vz € X,
z* = idg und x =1 ergibt sich dann die Aussage (i) als Spezialfall von (7).
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Fiir p = 0 gilt die Behauptung (ii) offensichtlich, fiir p = 1 folgt sie direkt aus
der Resolventengleichung

(A(RC)a, ) (M, dg) = (= BAUZRQ) gy
= (R()\I)R(Az)x,x*> ()\1 75)\2),

(A(R()l‘, .'L'*>)(>\1, )‘2) = _a/\l <R()\1)]I, IL'*> = <R()\1)2!E,l‘*> (>‘1 = >\2)7
dann schliefit man mit vollstdndiger Induktion:

(Aerl(R(')xa $*>)()\1, T )‘p+2)
= [Ay <(A§(R(z)x, V) (A Ap, y))] (Ap+1, Apt2)

= (ay(R() f[R(Ai>x,x*>)(A,,H,A,,+2>

:<HR xx>

Dabei geben die unteren Indizes am Operator A, bzw. A? an, als Funktion wel-
cher Variablen der darauffolgende Term interpretiert werden soll. Im zweiten und
dritten Schritt wurden nacheinander Induktionsvoraussetzung und Induktionsan-
fang benutzt. O

Im Falle k&, # (1,...,1) erhiilt man nun héhere Potenzen von ﬁ bzw. R(\;)

durch anschliefende eventuell mehrfache Differentiation nach A; und Multiplika-
tion mit einem Faktor—beides wieder lineare Operationen:

(—1)F=(k — D)7 LR(N) = RO

Daher ist es notig, sich eine geschlossene Darstellung der Ableitungen von AP
zu beschaffen, die einem anschliefend auch eine handliche Abschiatzung erlaubt.

Lemma 2. Fiir alle p € C*(Ry), p € Ny und le Nﬁ“ gilt die Darstellung
. » sot
DZ(APQO)()\D C p+1 = /dtl /dt (H 1 _t p i+2u5— H—l ) )
=1
p j—1 P
Jj=1 =1 i=1

Dabei st fiir p =0 der Ausdruck foldtl X -foldtp in dieser Formel wegzulassen.
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BEWEIS: Sei zuniichst [ = 0. Fiir p = 0 sieht man die Behauptung schnell ein.
Fiir p = 1 ergibt sich die rechte Seite fiir A\; # Ay zu

—/ldtlw’()\l(l—tl)Jr)\Qtl): o /dt1 (A2 = A (AL + (A2 — A1)
= —iw Lo+ 02 = )],

A2)—p(A
R iz_ff - Ap(Ai, A2)

und fiir A\ = Ay zu

- /0 dty ' (M) = =¢' (M) = Ap(Ar, Ag).

Dann schliefst man mit vollstdndiger Induktion iiber p, wobei nacheinander In-
duktionsvoraussetzung und Induktionsannahme eingehen:

(Ap+1g0)()\1, cey )\p+2)
- [Az ((APSO)O‘I’ s Ap, Z))] ()‘p"‘l’ Ap+2)

_ {Az(_l)p [ e /[ ) (f[tg—i).
(ZA (1-1) HHthﬂ 1A
= | s . / - / , (f[t’;i)-

J=1 1 2=Apt1(1=tpt1)+Apr2 tp1
1 p p
— 1)P+1/dt /dtp+1 (Ht ) (Ht)
0 0 =1 =1
p p
7j=1 =1
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Die Vertauschung von Differentiation und Integration ist dadurch gerechtfertigt,
dak das Argument der (p + 1)-ten Ableitung von ¢ als Konvexkombination von
z und den \; im Intervall [min{\,..., A, 2z}, max{\,..., \,, z}] liegt und daher
die auftauchenden Funktionswerte von ¢®*1 durch eine Konstante majorisiert
werden konnen.

Fiir | # 0 folgt die Behauptung dann—auf die gleiche Weise gerechtfertigt—
durch Differentiation unter dem Integral der bisher bewiesenen Formel. O

Definieren wir uns nun ein lineares Funktional, das nach den bisherigen Uber-
legungen bei Anwendung auf die Funktionen u, und (R(-)z, z*) auf die Ausdriicke
(2.3) und (2.4) von Satz 2 fithrt—dies wird fiir die Funktionen u, gleich anschlie-
fend in Lemma 3 (iii) gezeigt, fiir die Funktionen (R(-)z,z*) dann analog in
Lemma 7. Desweiteren bendtigen wir einen Vektorraum, auf dem dieses Funktio-
nal beziiglich einer moglichst schwachen Norm stetig ist.

Definition 3. (i) Sei (E,||| - |||) der normierte Vektorraum aller Funktionen
p € C®°(Ry) mit

sup Mo (V)] < oo fir alle j =0,..., W,
A>0

versehen mit der Norm

W
el = DIV D N o pEE,
=0
wobei W := max |k,| — 1.
1<n<N
(ii) Die linearen Funktionale F,, : (E,|||-|||]) = C (n =1,...,N) seien definiert
durch
Falg) i= (=1 [ (ki = 11! / DA g) (X) dian(X), o € .
i=1 R™
Das Funktional F : (E, ||| - |||) — C sei schlieflich definiert durch
N
F(e) =) Ful), p€E.
n=1

(iii) Die linearen Funktionale F, : S(R) = C (n=1,...,N) und F : S(R) — C
seien definiert durch

Fu(@) = Fa(¥lz,),  F() =) F.(¥) = F¥ls,), ¢ €SR).
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Lemma 3. (i) Die Funktionale F,, (n =1,...,N) und F sind auf E wohldefiniert
und stetig.

(m) Fiir jedes 1 € S(R) ist Y|r, € E, und die folglich wohldefinierten Funktionale
E, (n=1,...,N) und F sind temperierte Distributionen.

(iii) Fir alle a > 0 ist u, € E, und fir allen=1,..., N gilt

o 1 \kni -
Fo(ua) = / I ()

und daher unter den Voraussetzungen von Satz 2 F(u,) = 0 fir Ya € M.

BEWEIS: Man mache sich zuniichst klar, daR |k, — 1| = |E | — m,, ist. Anhand
der Darstellung in Lemma 2 zeigt man dann fiir Vn =1,..., N:

| DF= LA™ o) (A, oy Ay )|

mn 1 S k=1
‘/dtl /dtm -1 1 _ti)kn,iflti j=it1kn,j— )
*1
mp—1 S—

pUEnl =) ( Z A(1—t)) Ht + A, Ht>
1 1 mp—1 . 3
S / dtl .. -/ dtmTLfl( (1 _ tl)kn’lilt?]:l_Flkn’] 1)
0 0 1

=

mp—1 mp—1 P

(Z A1 —t;) Ht + A Ht) WHy'k” E=D )|,

7j=1 =

=<—1>‘kn‘—1(|/‘c’n\:>!*1ué‘ﬁ"“”(...>
= (=)l (| | = 1)1 P (A g) (g, - A, <y B B D )|
Hz 1“0(7 Hi:l/\i !

=(|/3n|—1)!‘1H(kn,i— 1! A~ ’“”Hy"“” (nl-~ D).

=1

Wegen \—» € Ly (RT™, |p1,|) ist daher
[Fu()] < const - ||y oUE =D ()| < const - [[|]]]

und die Behauptung (i) ist gezeigt.

(ii) Die erste Aussage ist klar, die zweite ergibt sich direkt aus der Stetigkeit der
Funktionale F,, und F' in E.
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(iii) Klar: u, € C*(R;) und

supl A ()] =t sup | (35 N =il<o VieN,
A>0
also ist u, € E. Nach Lemma 1 (i) ist nun fir allen=1,..., N
Fo(u,) = (_1)\En|*mn H(kn,z _ 1)!1/ Dk" 1 H o /Ln(x)
i=1 RY™ i=1
S (R
Ry™i=1

also gilt nach der Voraussetzung in Satz 2 Fl(u,) = S0, Fu(u,) = 0 fiir
Va € M. O

Wir wollen nun eine moglichst grofse Klasse von Funktionen ¢ € E mit
F(¢) = 0 finden, zu der auch die Funktion ¢(\) = (R(\)z, z*) gehort, um dann
auf (Hgz,z*) = 0 fiir alle 2* € X* und alle z € X gefiihrt zu werden.

Als erstes zeigen wir, dak alle Funktionen |, , ¢ € S(R), zu dieser Klasse
gehoren.

Lemma 4. F ist die Nulldistribution.

BEWEIS: Die Funktionale F), sind als temperierte Distributionen mit Triger in
[0, 00) im distributionellen Sinne Laplace-transformierbar, und ihre Transformier-
ten ergeben sich fiir alle s > 0 nach Definition 3 (ii) und Lemma 2 zu

L(E,)(s) = Fu(e™)

} ma, . 1 1
_ (_1)’fnl7%1‘[(1%,,-_1)!1/R dun()\)(—l)m"l/dtl---/dtmnl-
i=1 " 0 0

( H 1 _ t kn z—ltZ;nni+lknaj_1> (_S)‘kn|_1_
(2

- exp (= [le A1 —15) ﬁ fit Am"mﬁlti] )
= i=1 i=1

Fiir die Funktion L(F,) ist nun 1> e~*¢|L(F,)(s)|ds < oo fiir Ya > 0, und ih-
re (klassische) Laplacetransformierte kann mit Hilfe einer Integralvertauschung
berechnet werden—beides sieht man leicht ein, wenn man die nachfolgende Rech-
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nung mit |u,| anstelle von p, durchfiihrt.

L(L(F,)(a) = / e L(B)(s) ds

mn

1 1
i=1 Ry 0 0
mp—1 mn
] ( H (1 . t_)kn,i1t2j=i+lknaj_1>_
i=1

mp—1 myp—1

./Ooodss|E""1exp< {ZA (1 =) Ht+/\mnHt+aD

Das ds-Integral 14ft sich nun explizit 16sen zu

(Kl = DI ] = ()BT () — a),

a

und so erhélt man wieder mit Lemma 2 und Definition 3 (ii)

L(L(Fy))(a)
. Mn . 1 1
= (—1)|kn1H(kn,i—1)!1/ dun()\)/dtl---/dtmnl-
i=1 Ry 0 0
mp—1 mn
) ( H (1 _t.)kn,i1t2j=i+lknaj_1>‘
i=1

mp—1 mp—1

wlfnl- I(ZA (1—t)) Ht +AmnHt)

~rw) |- [ Y ﬁ ()}

(Der Term in den eckigen Klammern ist nur fiir die Rechtfertigung der Integral-
vertauschung von Interesse.) Damit ist

N N

L(L(F))(a) =Y L(L(F))(a) = > Fu(us) = F(u,) =0 Va € M,

n=1 n=1

also L(F) = 0, und folglich ist F' die Nulldistribution. O
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Aus Lemma 4 folgt nun insbesondere, daf fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R,)

F()=F@) =0

ist. Wir wollen nun mit Hilfe der Stetigkeit von F' weitere Funktionen ¢ € E aus
dem Kern von F bestimmen und bilden dazu den Abschluft von D(R, ) unter der
Norm von E.

Lemma 5. D( )E ist die Menge aller Funktionen ¢ € E mit den FEigenschaften

lim M@ () = lim MWD\ =0  firvj=0,...,W. (2.6)

A—=0+ A—00

BEWEIS: Man sieht leicht ein, dafs alle Funktionen ¢ € (R+)E die Eigenschaf-
ten (2.6) haben miissen, denn ist ¢ € E und (¢,)nen C D(R;) eine Folge mit
|| — ]| = 0, so gibt es fiir alle e > 0 ein n € N mit ||[t) — ¢,||| <e.Seid >0
mit |06 = 0, dann ist fiir 0 <A <§

VD) = [N — ) DV <l = ulll <2 Vi=0,...,W,

also limy_,o, | M*1U)(X)| = 0. Fiir A — oo schliekt man analog.

Sei nun ¢ € E mit den Eigenschaften (2.6), finde eine Folge (¢,), C D(Ry)
mit |||t — ||| = 0. Sei dazu ¢ € D(R;) eine Testfunktion mit 0 < ¢ < 1, die
in einer Umgebung des Punktes 1 den konstanten Wert 1 annimmt und die auf
[2,00) verschwindet. Fiir Vn € N definiere nun ¢, € D(R;) durch

nfe®(nA), 0<A<i

o(n)), 0<)\<%, 0 L<a<n
— 1 (N = A
on(N) 1, N < i <n, = PN nke® (L), n <\,
P(A), n <A (0, 2n < )\)

Vk € N. Zur Veranschaulichung eine Beispielskizze der Funktion ¢ und der Funk-
tionen @,:

e(A) en(A)
1 “““/ \ 1 / 1—-------- ......
U | —y 0 T | =\
0 1 2 1n 1 n 2n

Schlielich definiere ¢, := 1 - p, € D(R,). Dann ist ¢,, — 1) = (¢, — 1), und es
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gilt fiir alle A > 0 und alle 7 =0, ..., W nach der Leibnitz-Regel:

N (b, — ) ()]

J
= [ = VO + 7 (2) ) - AUTIHRUTR ()
k=1
(- J
IO W3+ 3 G G e el AT DI 1)
0,
< 9
A1) 00 z (D) 2n)n H ¥ oo [AG GG (A) 0,
V090 ey + 0,

wobei die vier Zeilen fiir die vier Fille 0 < A < %,
A > 2n stehen.

Aus den Eigenschaften (2.6) folgt, dak alle drei A-unabhéngigen Oberschran-
ken mit n — oo gegen 0 konvergieren fiir alle 7 = 0,..., W, und folglich gilt

limy, 00 |||Yn — ||| = 0. O

<A<n,n<A<2nund

1
n

Mit Hilfe von Lemma 3 (iii) wollen wir nun noch in einem letzten Schritt
die Bedingungen (2.6) als hinreichende Eigenschaft fiir F'(¢)) = 0 entscheidend
abschwachen.

Lemma 6. Fir alle p € E, fiir die ein ¢ € C existiert mit

lim MWD () = (=1)74! ¢ und (2.7)
Jj+1 ( ) — -
)\ILI(I)’IJF A (N) 0 Vj=0,...,W, (2.8)
gilt F(p) = 0.

BEWEIS: Nach Lemma 4 ist F(¢) = F(¢)) = 0 fiir alle b € D(R,). Da F stetig

auf (E,|||-1]]) ist, ist folglich F'(1)) = 0 fiir alle ¢ € D(KL)E, also nach Lemma 5
fiir alle Funktionen ¢ € E mit den Eigenschaften (2.6).

Ist nun ¢ € FE so, daf nur (2.7) und (2.8) gelten, so erfiillt ¢» € F mit
Y = p — cu,, die Bedingungen (2.6), wobei ay € M beliebig ist, und es ist wegen
Lemma 3 (iii)

0= F(¢) = F(p)—c Flua) = F(p). O

Wenden wir nun das zuletzt Bewiesene auf die Funktion (R(-)z,z*) an, um
die gewiinschte Aussage zu erhalten, zunichst nur unter zwei zusétzlichen Bedin-
gungen an die Resolventenfamilie R.
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Lemma 7. Zusdtzlich 2zu den Voraussetzungen wvon Satz 2  gelte
SuUpsollR(A)|| < 0o sowie limy_,oo AR(X) = I. Dann ist Hg = 0.

BEWEIS: Seien x € X und x* € X* beliebig und definiere dann ¢ € E durch

©(\) == (R(\)z,z*) (A > 0). Dann ist @(\) = (=1)75! (R(A\)7+'z, 2*) fiir alle
A >0 und j € Ny und folglich

lim A+ o@D (0) = (=1)75! lim (AR e, %) = (1)1 (z,2*)  sowie

A—00 A—00
1 .
W HED )] < K H ! (SupllR( Izl =0 (A= 0+),

das heiftt, die Voraussetzungen von Lemma 6 sind erfiillt, und man erhélt mit
Hilfe von Lemma 1 (ii)

0 = Flp)=)_ Ful)
EN: 'k"m"ﬁ(kn,i— ! /kan 1<HR z, 3" ) dpt (X)

= =1

— XN:[RM<HR Ve, &Y dpin (X)

=1

- <Z/m [ 7O a3, 2)

+ =1

= <HR$,£U >

Da x* beliebig war, ist nach Hahn-Banach Hrx = 0 fiir alle z € X, also
Hg =0. O

Zur allgemeinen Aussage fehlt nun nur noch fiir beliebige Resolventenfamilien
R eine geeignete Approximation R, (m € N), die die Forderungen von Lemma
7 erfiillt. Diese soll nun definiert werden. Die Aussagen (iii) und (iv) zeigen, dafs
die Approximation die Voraussetzungen von Lemma 7 erfiillt; Aussage (v) ist die
gewiinschte Approximationseigenschaft.

Lemma 8. Sei {R(\); A > 0} eine M-beschrinkte Resolventenfamilie. Definiere
nun fir jedes m € N

Rn()) =

4 A 2+
smrneril + e B i) (A>0).

Dann gilt:
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(i) VmeN: R, :={R,(\); A >0} ist eine Resolventenfamilie,

(1) Vm € N: sup,o | \Rn(N)|| < M + 1, d. h. Ry, ist (M + 1)-beschrinkt,
(tit) Ym € N: sup,so||Rn(A)|] <mM +1,

(iv) ¥Ym € N: limy_, AR, (N) =1,

(1) YA>0 : limy, e R()) = R(\).

Man beachte, daf$ die Oberschranke in (ii) nicht von m abhdngt.

BEWEIS: zu (i): Die Operatoren R,,(\) sind offensichtlich stetig, so daf nur noch
die Giiltigkeit der Resolventengleichung zu zeigen ist. Seien dazu m € N und
A, o > 0. Dann gilt

m m Am2+m m m? 24
Am+m2+1 I+ (Am+m2+1)2 R(Am-i—ni;—l—l )] - |:um+m2+1 I+ (um+m241)2 (ug{j—m;il )] :

Die jeweils ersten Terme der eckigen Klammern ergeben sich zusammen zu

(M N )\) )\m-l-n;ﬂ-i-l um—l—Trﬂ—i—lI’ (29)
die jeweils zweiten Terme zu
( _ )\) m* m R( Am2+m ) 4 m? m R( pm2+m )
H (Am+m2+1)2 pm+m?2+1 Am+m?2+1 (um+m2+1)2 Am+m?2+1 um~+m2+1
m? (B—=A)m Am24m m? (A—p)m 24
+ (Am+m?2+41)? (1_ unlzl+m2+1 ) .R(Am+n;+1 ) T (pm+m?2+1)2 (1_ )\m+7l712+1 ) 'R(usﬁimztl ) )
(2.10)

wobei die erste Zeile kiinstlich erzeugt und gleich anschlieffend wieder abgezogen
wurde. Die beiden Vorfaktoren in der zweiten Zeile von (2.10) sind dieselben, und
so ergibt sich diese mit Hilfe der Resolventengleichung von R zu

m* Am2+m m2+m
Om+m2+1)(upm+m2+1) |:R()\m+7:zr2+1) o R(m)]
_ 4 4 Am?2 24
==X (/\m+r:n2+1)2 (Mm+77112+1)2R(Amrirr;ﬁl)R(ufnT—mZﬁl)‘ (2.11)

Der Term (2.9), die erste Zeile von (2.10) und der Term (2.11) ergeben schlieflich
zusammen (p — A) R, (A) Ry, (1), und folglich ist die Resolventengleichung fiir R,
erfiillt.

.. m m3
zu (ii) t AR < sy + M()\m+m2/\+1)()\m+1) <1+M.
m m3
zu (iii) D BRI < e + M s inom < L Mm.

zu (iv) und (v): Direkt aus der Definition mit Hilfe der Stetigkeit von R(-). O
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Beweis von Satz 2:

Sei R eine M-beschrinkte Resolventenfamilie. Dann erfiillt fiir jedes m € N
R,, nach Lemma 8 (iii) und (iv) die Voraussetzungen von Lemma 7, und es gilt
HRm =0.

Fiihrt man nun in dieser Gleichung den Grenziibergang m — oo aus, wobei
nach Lemma 8 (ii) wegen

AR (N [P
—_——
<M41

L= < TTx
=1 =1

< (M+D)FIXF e LR, )

fiir allen =1, ..., N nach Lebesgue der Grenzwert unter dem Integral ausgefiihrt
werden darf, so folgt mit Lemma 8 (v): Hg = 0. O

2.4 Einige Bemerkungen

Lemma 4 kann auch als Eindeutigkeitssatz einer verallgemeinerten Form der
Stieltjes-Transformation fiir Distributionen der Form

N

> D', (2.12)

n=0

(mit MaRen 11, auf Ry mit der Eigenschaft [ A~(""Dd|u,|(X) < oo) sowie deren
Faltungen miteinander interpretiert werden. Die Stieltjes-Faltung von bestimmten
Distributionen wurde bereits zum Beispiel in [11] untersucht, dort allerdings nur
mit einem weit schwieriger zu handhabenden Eindeutigkeitssatz.

Die gerade beschriebene Distributionenklasse zeigt, wie nahe der hier vor-
gestellte Funktionalkalkiil mit demjenigen von L. Schwartz fiir Erzeuger einer
gleichméfig beschrinkten Halbgruppe verwandt ist, in dem Distributionen F' €
Dr:([0,00)) betrachtet werden, die bekanntlich ebenfalls durch die Darstellung
(2.12) charakterisiert sind, blof mit Mafen i, auf [0, 00) mit [ d|pu,| < co. Daf
dieser Kalkiil im Gegensatz zu dem hier vorgestellten auch nicht-stetige Operato-
ren erfaft, liegt wohl letztlich daran, daf dye* = A"e* i. a. nicht stetig ist, wohl
aber OYR(\; A) = (=1)"n! R()\; A)"*!. Die folgenden rein formalen Rechnungen
mogen den Leser vielleicht {iberzeugen:

(Do) = [T dm -0 = [Ty

0

(D" B5.) = [ (00" ROGA) =t )ROS A)

0
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Die jeweils ersten Ausdriicke mégen dabei symbolisch fiir die vom Schwartzschen
bzw. fiir die vom hier vorgestellten Kalkiil zugeordneten Operatoren stehen. Sie
sind ebensowenig mathematisch korrekt wie die darauffolgenden Ausdriicke der
ersten Zeile und folglich nur mit dufserster Vorsicht zu geniefen, sie sind jedoch
allesamt durch Anschauung und durch einige konkrete Beispiele gerechtfertigt.

Zu detaillierteren Ausfithrungen iiber den Kalkiil von L. Schwartz, insbeson-
dere in Bezug auf gebrochene Potenzen, siehe auch [8].

Die Charakterisierung obiger Distributionenklasse als topologischer Dualer
eines lokalkonvexen Raumes wire ein geeigneter Einstieg fiir weitere Untersu-
chungen auf diesem Gebiet.



Kapitel 3

Gebrochene Potenzen von
Operatoren

3.1 Einleitung

Hier und in den folgenden Kapiteln wird vorausgesetzt, dak A € Ky ist, so be-
zeichnen wir die Menge aller Operatoren der Klasse K, die dicht definiert sind.
Aus dieser zusétzlichen Eigenschaft erhélt man ndmlich die Grenzwerteigenschaft
limy 0o AR(N; A)x = 2z fiir Vo € X, die fir x € D(A) aus AR(A\;A)x —x =
R(\; A)Ax und fiir alle iibrigen x € X = D(A) dann mit dem Satz von Banach-
Steinhaus folgt.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, mit Hilfe des in Kapitel 2 entwickelten Funktio-
nalkalkiils zu zeigen, daft man ausgehend von der Definition gebrochener Potenzen

N
(—A)% = s—limC’a,ln/ AT — AR(N; A)] ™z d,
N—00 ’ 0

wobei 0 < o < m € Nund Cop = [;° A (75)™dA ist, alle gewiinschten
Eigenschaften dieser Operatoren zeigen kann: Abgeschlossenheit, Interpolation
ganzzahliger Potenzen und die beiden Potenzgesetze (—A)*(—A)? = (—A)**+f
(o, 8> 0) und ((—A)*)P = (-A)*¥® (0<a <1, 3>0).

Anders als in [3] miissen wir uns hier nicht mehr auf den Fall 0 < a < 1
beschrinken, sondern behandeln alle o > 0.

3.2 Definition der Operatoren 7, ,, v

Die Grundlage dieses Kapitels ist es, fiir gegebenes A € Ky die Existenz von
Operatoren Ty, , v € L(X) (0 < @ < m € N, N > 0) nachzuweisen mit den
Eigenschaften s-limy_, o Ty m,nT = Co,m - © und

(= A)® Ty 7 = /0 T AR(: AP (3.1)

31
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fiir alle x € X. Da sich die erste Eigenschaft im Falle der Multiplikationsoperato-
ren direkt aus der zweiten ergibt, bleibt zu hoffen, dafs dies auch im allgemeinen
Fall so ist und anhand einer expliziten Darstellung der Operatoren Ty, ,, n relativ
einfach gezeigt werden kann. Diese Vermutung wird sich bestitigen.

Einzige Vorgabe ist also die Erfiillung von Gleichung (3.1), die wie in der
Einleitung beschrieben mit der dort angegebenen Gleichung (5) gezeigt werden
kann. Diese widerum ist eine Operatorgleichung mit stetigen Operatoren auf bei-
den Gleichungsseiten und soll mit Hilfe des extra fiir dieses Problem entwickelten
Funktionalkalkiils aus Kapitel 2 bewiesen werden. Das ist natiirlich nur dann
moglich, wenn es gelingt, den Ausdruck, der dem Operator T}, v durch die Mul-
tiplikationsoperatoren zugeordnet wird, das ist nach Gleichung (3.1)

N
5_0‘/ AT 1= 25)"dA (s> 0),
0

auf eine Form zu bringen, die vom Funktionalkalkiil erfalt wird.
Diese Umformungen und die anschliefende Ausfiithrung der eben beschriebe-
nen Beweisschritte sind der Inhalt dieses Abschnittes .

Sei also a > 0 fest. In diesem gesamten Kapitel wihlen wir dazu passend ein
n(a) so, dak n(a) < a < n(a)+1 ist; wir schreiben jedoch nur kurz n statt n(a),
solange klar ist, auf welchen Wert a sich n bezieht.

Beschrénken wir uns zuerst auf den weit schwierigeren Fall @ ¢ N sowie auf
N = 1 und beginnen wir mit einigen einfachen Umformungen (Substitutionen
A — sAund A — A7), um den Faktor s* vom Integral abzuspalten. Es gilt fiir
alle s > 0:

-1

1 s
sa/ A1 = 25) AN = / A1 = A) " dA
0 0

_ / A=a=1(1 = )™ ax

= / A G(X) d, (3.2)
falls g(\) = )\”*O‘(I%)m. Definiere also
a—n( ™l -z

gt) = I ((m—1)!6 )(1)
t
- 7F(an)1(m1)!/0(t—x)a”1xmlemdx

. 1

= 7”5_*:);;*_1)! /0 (1 —z)* " tgm=te~t gy, (3.3)

Stellen wir nun ein kleines Hilfsmittel bereit, mit dem wir den Term (3.2)
weiter umformen koénnen.
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Lemma 9. Seip € Ny und g € CP(Ry) derart, daff fir allei =0,...,p und alle
s >0 gult:

(1) e st P lg(t) € L(0,00),
(i) e st oLt P lg(t) € L(0,00),

(#11) ¥j =0,...,i—1: lim e &t P 1g(t) = lim e 3 P 1g(t) = 0.
t—0+ t—o00

Dann ist g Laplace-transformierbar, und fiir Vs > 0 gilt

/oo NG dA = L( Ep: %’ o ti””lg(t)> (5).

S

BEWEIS: Aus (i) folgt schnell, daf g Laplace-transformierbar ist, und Tonelli und
mehrfach angewandte partielle Integration ergeben

/ NG\ d\ = / de/ dte M g( :/ dtg(t)/ d\ \e™ ™
s 0 s
= / dtg()tpl/ d\ \Pe
0 st

oo

Il
S~

—p—1 - p: i
dt g(t) 1 [ Z,A]“t
1=0
’ [o¢]

."/0 dt g(t)t P te ! (st)’

7.

I
Pg@

1=0

8

- 7.
=0

o0
— i'/o dte 0l P 1g(t). O
i=0

I
Pg@

| et rig-aye
0

<l
=

Lemma 10. Die in (3.3) definierte Funktion g erfillt die Voraussetzungen von
Lemma 9 mit p=m — (n+1).

BEWEISs: Offenbar ist g € C*°(R, ), und man rechnet fiir alle j =0, ...,4 nach:

1
efst ag tz'fpflg(t) __ ,—st a] toti-1 ) / (1 _ x)afnflxmfleftzdx
0

t T(a—n)(m—1)!
L J - 1 )
et Z ( > CM+CZH_Z 5 ta+z 1— k/ (1 . x)afnflxmfl+]fkeftmdx‘
k=0 0 (3.4)

Da das letzte Integral gleichméfig beziiglich ¢t abgeschétzt werden kann, sind alle
drei Forderungen von Lemma 9 erfiillt. U
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Benutzen wir Lemma 9 und Darstellung (3.4) fiir j = 1, d1e Umordnung der

Summationsreihenfolge oS i =3P S =5 Sk =
o>y Citkp SOWiE dic Abkurzung

m—n—1—1

da,m,i = (?‘—('_OZ) T(Lm - 1 Z (Z k) zo—él——ll;z—'i—flf )) ’

so erhalten wir schlieflich aus Gleichung (3.2):

1
/ A1 - m)mdA
0

m—n—1 7
. (m—n—1)! i\ D(a+i)(=1)F ,ati—1—k
o L( Z ! T(a—n)(m—1)! (k) Iati—k) ¢ '
i=0 k=0
1 .
/ (1 o x)afnflxmflJrszeftmdx) (S)
0
m—n—1 m—n—1—1
. (m—n—1)! itk D(ati+k)(=1)! jati—1,
o L( Z I'(a—n)(m—1)! ( k ) (i+k)! T (a+i) t
=0 k=0

1
/ (1 . l,)afnflxmfl+i€7tmdx> (8)
0

1=

m n—1 d 1
_ L( o,m,i ta-i—z 1/ (1 _l,)a—n—lxm—l—l—ie—txdx) (S)
P (n+1)! 0
m—n—1 tn+z
=1( R O D (1)) (5)
n Z

&~

Xn:l ( tifl [n+170‘ha7m7i,n,1) (t)) (s). (35)

Dabei haben wir hg ; fiir alle s = 0,...,m —n — 1 definiert durch

[

ha,m,i (IL’) = da,m,i (]_ — x)a—n—lxm—1+i 1(071) (IL’)

Legen wir uns nun ein weiteres Hilfsmittel zurecht und verallgemeinern wir die
bekannte Tatsache, daf zweimaliges Anwenden der Laplacetransformation der
Stieltjestransformation entspricht.

Lemma 11. Fir jedes + € N und jede mefbare Funktion f mit
S PN AN < oo sind f und t — .f( ) Laplace-transformierbar, und es

gilt
. Af f Vs > 0.
( (i—1)! / )\ S S 0
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L(E ) (s) = /0 T dte L) = /0 et / T e )

0

= /0 d)\f()\)/ dte(s+’\)tti1:/ dA f(N) Gy - (0= 1)

0 0
O
Proposition 1. Fir allei =n+1,...,m erfillt die Funktion
fa,m,i()\) = (In+liaho¢,m,i7n71) ()\)
min{\,1} )
o R R PR
0
die Abschitzung [[°| fami(A)|A7"dA < oo,
BEWEIS: Fiir alle A > 1 kann man das Integral abschéitzen durch
1 .
()\ - 1)na/ (1 - x)afnflxm+zfn72dx
0
und fiir 0 < A < 1 durch
A .
(1 - )\)a—n—l/ ()\ - x)n—axm+z—n—2dx
0
. 1 .
— (1 - )\)anl)\m+za1/ (1 - x)nfaa:,erzfandx. O
0

Wegen dieser auch spéiter noch fundamental wichtigen Aussage konnen wir
Lemma 11 anwenden und sind am Ziel unserer Rechnungen. Die gesuchte skalare
Gleichung, auch fiir den Fall @« € N wollen wir in der folgenden Proposition
festhalten.

Proposition 2. Seien 0 < a<m e N undn € Ny mit n < a <n+ 1, definiere

.. _1)itn —n—1
firi=n,...,m—1 cnymyi::%(mifn ).

Dann gilt fiir alle N > 0 im Falle ¢

N m 00 .
[ e Y [ ER) 0 60)

i=n+1

und im Falle « € N

N m—1 .
/ 1= 20 = 5% Y (725 (3.7)
0 =«
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BEWEISs: Den Fall @ ¢ N erhalten wir fir N = 1 aus (3.5), Lemma 11 und
Proposition 1, fiir beliebige N ersetzen wir dann s durch £ und substituieren
anschliefsend auf den linken Gleichungsseiten A — %

Den Fall @ € N erhélt man direkt aus

m—1 . m—1 i—1
05 Y camilis)” = %D cami i(335)" o
i=a =0 m—a—1
= 27T Y camirali+ ) (5)
i=0
Zlm—a—l
_ at —a- '
eSS ey (C )
=0
= 12" -

Ubersetzen wir nun die gefundenen Ausdriicke (3.6) und (3.7) in die vom
Funktionalkalkiil nahegelegten Operatoren und halten die am Abschnittsanfang
als Ziel vorgegebene Grenzwerteigenschaft fest.

Definition 4. Es seien 0 < a < m € N und N > 0. Dann sei der Operator
Tomn € L(X) im Falle o ¢ N definiert durch

Tommn = i /0 N famiN[NR(NX; A)]"dA (3.8)

i=n+1

und im Falle o € N durch

m—1

TomN =Y Cami [NR(N; A)]', (3.9)

1=
Proposition 3. Fir0 <a <m € N und alle x € X gilt

s-im T}, ;, N@ = Com, - . (3.10)

N—00

BEWEIS: Sei zunichst o ¢ N. Anhand der Darstellung

Ta,m,Nx - Z / fa,m,i ()\)AiZ[N)\R(N)\, A)]la: d.
0

i=n+1

sieht man, daf man mit Lebesgue und Proposition 1 den Grenziibergang unter
dem Integral ausfithren darf und als Grenzwert
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erhélt. Der Vorfaktor ergibt sich wieder mit Lebesgue aus Gleichung (3.6) mit
N=1zu

-1

1 s
lim sa/ A1 = $25)"dA = lim A1 = 27) " dA = Com-
0

s—0+ s—0+ 0

Im Falle « € N argumentiert man genauso. 0

Jetzt kommt unser Funktionalkalkiil zum ersten Mal zum Zuge: Wir beweisen,
wie bereits in der Einleitung angekiindigt, als Vorstufe zu Gleichung (3.1) die
Gleichung (3.11).

Proposition 4. Seien 0 < o < my,my € N und M, N > 0. Dann gilt fiir alle
x € X die Gleichung

N
/ N UL = AR AY]™ dA Ty a1
’ (3.11)
_ / N UL = AR AY]™dA Ty .
0

BEwWEIS: Wir fiihren nur den Fall o« € N ausfiihrlich vor, um gleichzeitig die
Flexibilitat des in Kapitel 2 entwickelten Funktionalkalkiils beziiglich der ver-
wendbaren Mafe zu demonstrieren.

Gleichung (3.7) liefert uns die Beziehung

mo—1
1 ml
[ o S )

M mi1—1
_ a—1 m2
_/0 X1 = 2)™d) § :caml,z .

Um den Funktionalkalkiil anwenden zu konnen, bringen wir sie auf die Form

m1 mo—1 )
Z (Wllcl)(_l)k/o P 1+k()\-1i-5 d)\ Z Ca,mayi M* / d(SM )()\—l_s)z
k=0 =«

mo M mi—1
:Z(";z)(_n’f/ AR (L ) dA - anm”N/ don (A
k=0 0

Da wir die Ausdriicke A*~'** als Dichte eines auf [0, N] bzw. [0, M] konzentrierten
Mafes auffassen und die (k = 0)-Terme der Konstanten ¢ des Funktionalkalkiils
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zuordnen konnen, besagt nun Satz 1

N mzfl 00
SRV [ ATERO AN Y o M [ a5 (RO AY
— 0 i:a 0
M mlfl 00
=) (W)=DF / AIER(A AYRAN ) Cagmy i N / dox (\)R(X; A)Y,
0 0

=«

und nach Umkehrung des ersten Rechenschrittes erhdlt man die zu zeigende Glei-
chung

N mao—1
/ AT = AR A)™dA Y Cagmgi [MR(M; A)]
0

=«

M mip—1
_ / X = AR AN S oy [NR(N; A
0 =«

Den Fall @ ¢ N behandelt man analog (mit einer Substitution A — 2 auf
der rechten Seite von Gleichung (3.6)), wobei hier entscheidend Proposition 1 als

Nachweis fiir die Anwendbarkeit des Funktionalkalkiils eingeht. O

3.3 Definition gebrochener Potenzen

Nun ist alles fiir den Beweis von Gleichung (3.1) und den damit verbundenen
Beweis der Wohldefiniertheit der nachfolgend definierten Operatoren (—A)® vor-
bereitet.

Definition 5. Sei A € Ky und 0 < o < m € N. Definiere den Operator (—A)* :
D((—A)*) C X — X durch

N
(—A)°g = slim C-L / UL — AR(A: A"z dA (3.12)
N—o0 ’ 0

fiir alle x € D((—A)%), wobei D((—A)%) die Menge aller x € X sei, fir die der
Grenzwert (3.12) existiert.

Die Konstanten C,, seien dabei definiert durch Cy . = fooo )\afl(p%)\)md)\

I'o)I'(m—a
= )r<5n> g

Daf Definitionsbereich und Funktionswerte von (—A)® nicht von der Wahl von
m abhéngen, wird sich erst im Anschluft an Satz 3 zeigen. Bezeichnet man den
der natiirlichen Zahl m > a zugeordneten Operator voriibergehend mit (—A)2,
so ist in der folgenden Aussage der Operator (—A)® im Moment noch als einer der
Operatoren (—A)%, zu lesen, wobei m' € N mit m’ > « beliebig gewihlt werden
darf.
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Satz 3. Fir0 <a<m €N, N >0 und alle x € X ist T, ,yx € D((—A)%),
und es qilt

N
(—A)* Ty 7 = / UL = AR(A: A" d. (3.13)
0

BEWEIS: Die Aussage folgt direkt aus den Propositionen 3 und 4 mit M — co. [
Korollar 1. Die Operatoren (—A)* (o > 0) sind dicht definiert.

BEWEIS: Nach Proposition 3 gilt fiir jedes x € X und ein beliebiges m > «
s-limy_ oo C’;}n TomnNT=2. O

Proposition 5. Der Operator (—A)® aus Definition 5 hingt nicht von der Wahl
von m ab.

BEWEIS: Es seien 0 < o < m,m' € N und z € D((—A)%,). Dann kann
man in Gleichung (3.13) mit (—A)%, anstelle von (—A)* die beiden Operato-

ml

ren auf der linken Gleichungsseite vertauschen und erhélt mit Proposition 3, dafs
r € D((—A)2) ist mit (—A)%x = (—A)% x. O

Bemerkung: Satz 3 besagt zusammen mit Proposition 3, dal fiir alle Werte
0 < a <m € N die Menge

{Tamnz; z€X, N>0}]

ein ,core* von D((—A)®) ist, d.h. ein linearer Teilraum, der dicht in D((—A)?)
beziiglich der Graphennorm von (—A)* liegt:

1Com Tasm,v & = || D)o
= ||Com Tammn @ — || + [[(=A)* Copy Tamy @ — (—A) x|
N
= ICan Tomnz — ol + [[Com / XTI = AR A)™w dA — (—A)°a
0
— 0

mit N — oo fiir alle x € D((—A)?).

3.4 Abgeschlossenheit, Interpolation ganzzahliger
Potenzen

Wir werden nun zwei weitere wesentliche Eigenschaften unserer Definition zei-
gen: Erstens ist mit A auch jede gebrochene Potenz (—A)* abgeschlossen, und
zweitens interpoliert unsere Definition die ganzzahligen Potenzen von (—A), das
heifst, fiir @« € N ergibt unsere Definition auch tatséchlich wieder die a-fache
Hintereinanderausfithrung von (—A).
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Proposition 6. Der Operator (—A)* ist fir alle a > 0 abgeschlossen.

BEWEIS: Sei (z)) eine Folge aus D((—A)%) mit x; — = € X und (—A)%z, —
y € X. Setzt man in Gleichung (3.13) zj ein und fiihrt dann den Grenziibergang
k — oo aus, so erhilt man

N
Tany = / AT — AR(A: A"z d,
0

und folglich ist nach Proposition 3 = € D((—A)%) mit (—A)%x = y. O

Proposition 7. Der von uns definierte Operator (—A)® interpoliert die ganzzah-
ligen Potenzen von (—A).

BEWEIS: Wir wihlen zu gegebenem a € N das kleinstmdogliche m, also m = a+1,
und erhalten so aus Gleichung (3.7)

N
[ B = () = 2

Wenden wir darauf nach Ausmultiplizieren der Klammerterme den Funktional-
kalkiil an und bedenken, daf Cy o041 = é fiir « € N ist, dann erhalten wir

C%}H/N)\O‘I[I—)\R()\; A)|™xd\ = N*[I-NR(N; A)]*x = (—A)*[NR(N; A)]“x.

Ist nun z € D((—A)%), konvergiert also das Integral mit N — oo, dann folgt
aus der Abgeschlossenheit von (—A)%, dak = € D((—A)®) ist und die linke Seite
gegen (—A)%z konvergiert, d.h. (—A)%z = (—A)xz.

Ist umgekehrt = € D((—A)%), so kann man die Operatoren auf der rechten
Gleichungsseite vertauschen und sieht, daf die linke Seite gegen (—A)%x konver-
giert, dafs also x € D((—A)%,) ist mit (—A)%x = (—A)%z.

Die fiir den ersten Teil benotigte Abgeschlossenheit der a-fachen Hintereinan-
derausfiihrung von (—A) beweist man dabei wie folgt: Gilt D(A®) 3 2, — x € X,
(—A)*zp — y € X, dann folgt aus R(\; A)*(—A)x, = [I — AR(\; A)]*xy (fiir
ein beliebiges festes A > 0) mit k& — oo, dak R(\; A)*y = [I — AR(\; A)]*x =
(—A)*R(X\; A)%z und somit y = (M — A)*(—A)*R(\; A)%r = (—A)*z und z €
D((=A)%). O

Bemerkung: Um zu verstehen, warum die Definition auch fiir andere Werte von
m funktioniert, kann man mit Hilfe des Funktionalkalkiils aus Gleichung (3.7)—
oder auch direkt—die Beziehung
N m—1
/ XU T = ARG )™ dA = (—A)® 3 s [INR(N; A)fer
0 =«

fiir 0 < a <m €N, a € N, beweisen.
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3.5 Eine Inversionsformel

Wir wollen uns nun dem Beweis der Potenzgesetze zuwenden, beginnend mit
(—A)¥(—=A) = (=A)**F. Dazu ist es zuniichst wichtig zu zeigen, daf fiir
0 <a<f D((-A)P) c D((—A)?) ist, es ist also notig, den Integranden im
definierenden Integral von (3.12) abzuschétzen. Beweisen wir zu diesem Zweck
eine Inversionsformel.

Proposition 8 (Inversionsformel). Fir 0 < o <m € N, N >0 und v € X
gilt im Falle o ¢ N

N®[I — NR(N; A)]"x
= (—A)" i i / h famiN[NR(NX; A)J'[I — NAR(NA; A)]zd\ (3.14)
und im Falle « € N
Ne[I = NR(N; A)]"z = (—A)*[NR(N; A)|*[I — NR(N; A)|™ 2.  (3.15)

BEWEIS: Gleichung (3.15) ist offensichtlich. Fiir Gleichung (3.14) leitet man beide
Seiten von Gleichung (3.13) nach N ab erhélt so mit Hilfe der Abgeschlossenheit
von (—A)*
Nail[f — NR(N, A)]ma: = (—A)a 6N Ta,m,N x,
falls On To,m, N = existiert.
Dies ist der Fall, denn fiir alle € N und A > 0 ist

ON[NR(NX, A)]" = i[NR(NX A" [R(NX; A) — NAR(NX; A)?]
NR(NX; A)J[I — NAR(N); A)],

wl
so daf man Gleichung (3.14) direkt aus Definition (3.8) durch Differentiation
unter dem Integral erhélt. O

Proposition 9. Ist 0 < 3 < «a, so gilt D((—A)®) C D((—=A)?), und fiir alle
x € D((—A)*) und alle m € N mit m > 3 existiert das Integral

() =Cy), /0 NUT = AR(A: A)™z dA

im Bochnerschen Sinne.

BEWEIS: Sei zunéchst m > «. Ist x € D((—A)%), so kann man in den Gleichun-
gen (3.14) und (3.15) den Operator (—A)® direkt an das z ziehen, und wegen
s-limy ool — NAR(NX; A)|(—A)*x = 0 fiir alle A > 0 sieht man so, dal
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[l = NR(N; A)]"z|| = o(N~®) ist mit N — oo. Folglich existiert das (—A)’z
definierende Integral im Bochnerschen Sinne, und die Behauptung ist gezeigt.
Ist nun m beliebig, dann wihlen wir ein o’ mit § < o < min{m, a}. Nach
dem bereits Gezeigten ist dann = € D((—A)*'), und die gewiinschte Integraldar-
stellung gilt auch in diesem Fall. O

Bemerkung: In Kapitel 4, Korollar 2 werden wir die eben benutzte Ordnungs-
abschitzung noch verallgemeinern.

3.6 Das 1. Potenzgesetz: (—A)¥(—A)" = (—A)*+/

Wir zeigen nun das erste Potenzgesetz und demonstrieren dabei zugleich erneut
die Leistungsfihigkeit des Funktionalkalkiils, der es uns ohne Probleme ermog-
licht, eine Operatorgleichung mit Dreifachintegralen zu beweisen.

Satz 4. Fiir o, 8 > 0 ist (—A)*(—A)P = (—A)*+F,

Das heifit: Ein v € X ist genau dann in D((—A)**?), wenn v € D((—A)?) und
(—A)Yx € D((—A)®) ist, und in diesem Fall ist (—A)*(—A)Px = (—A)*+Fg.
BEwWEIS: Wir wahlen ein m € N mit m > a + 8 und beweisen fiir alle z € X und
alle M, N, P > 0 die Operatorgleichung

M N
TotB.m.p / AT — AR(N; A)™dA / VI — vR(v; A)™x dv
0 0

P
= Tﬁ,m,N Ta,m,M / )\a+571[[ — )\R()\, A)]mx dA. (316)
0

Fiir die Multiplikationsoperatoren folgt die Behauptung sofort aus den Gleichun-
gen (3.6) und (3.7), danach folgt die Behauptung wieder wie schon beim Beweis
von Proposition 4 durch Ausmultiplizieren der Terme [I — AR(); A)]”™ und an-
schliefsendes Anwenden des Funktionalkalkiils.

Ist nun x € D((—A)*"#), so ist nach Proposition 9 auch x € D((—A)P).
Fiihrt man also nacheinander in Gleichung (3.16) die Grenziibergdnge N — oo
und P — oo aus, so erhéilt man

M
/ AT = AR\ A)™ (=AY dA = Ty s (—A)*a
0

Wegen Proposition 3 ist daher (—A)’z € D((—A)*) und (—A)*(-A)’z =
(—A)* Pz,

Ist # € D((—A)?) und (=A4)%z € D((—A)%), so kann man nacheinander die
Grenziiberginge N — oo und M — oo ausfithren und erhélt

P
Topone (~A)* (=AY = [ A5 = AR )" )
0

und daher x € D((—A)*"?) und (—A)* Pz = (—A)*(-A)Px. O
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3.7 Das 2. Potenzgesetz: ((—A)")"’ = (—A)*

Bei der Betrachtung des zweiten Potenzgesetzes ((—A)®)% = (—A)*# stellt sich
zuerst die Frage, wann sichergestellt ist, dak —(—A)* € Ky ist. Es ist schon in
verschiedenen Abhandlungen gezeigt worden, daf es reicht, 0 < oo < 1 zu fordern.
Wir wollen zeigen, wie man dies mit Hilfe der Operatoren T, ,,, y beweisen kann.

In diesem Zusammenhang werden gewohnlich fiir alle A > 0 und 0 < o < 1 die
Funktionen

Iralu) = C 1 u* (N + 2hu® cos mar + uza)_l (u>0)

definiert und bewiesen, daf gy o > 0 sowie

/ o) ssdu = (s >0) (3.17)
0

gilt fiir alle A > 0 und 0 < a < 1. Damit wird man auf das folgende Lemma
gefiihrt.

Lemma 12. Ist A € Ky und 0 < o < 1, s0 ist auch —(—A)* € Ky und

RN\, —(=A)%) = /0 Ora(W)R(u; A)du VA > 0.

BEWEIS: —(—A)® ist nach Korollar 1 dicht definiert, es muf also nur die Aussage
iiber deren Resolvente gezeigt werden.
Anhand von Satz 3 sieht man, daff man zum Beweis der Formel

A+ (—A4)°] / (W) R(w; AVduC A Tarx = Col Tarwy (AN > 0)
0

das Funktionalkalkiil aus Kapitel 2 anwenden kann. Es reicht also, sie fiir die Mul-
tiplikationsoperatoren zu zeigen, fiir die sie nach Gleichung (3.17) offensichtlich
gilt.

Wendet man sie nun auf ein beliebiges x € X an, so erhilt man mit N — oo

[\ + (—A4)°] /0°° (W) R(w; Aduz = o

fir alle x € X. Durch Vertauschen beider Operatoren im Falle x € D((—A)?)
erhélt man so die Behauptung. O
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Lemma 13. Fir0<a<1,0<g<meN, M,N >0 und alle x € X gilt die
Gleichung

N
Top it / MNTHT = AR(N; — (= A)Y)|d\ x

0

wobei die Schreibweise Tﬁ_f;ﬁ)a angeben soll, daff sich der Operator auf —(—A)*

anstelle von A beziehen soll.

BEWEIS: Anhand der einfachen Umformung
[ [T RO~y
RY™ i=1

(/00 du g, e, . (1) R(U;A)>kn,i

0

mn

= /Mndun(x) H

i=1
Mn, kn,i
_ 4{ _di é O TTTT 90 ) Rl 4), (3.19)
+ +

i=1 j=1

—wobei im Falle e,; = 1 der Ausdruck du gy, ,(u) als déy,(u) zu lesen ist—
sieht man, daf sich die Resolventen im Funktionalkalkiil nicht alle auf denselben
Operator A beziehen miissen, sondern auch zu den Negativen —(—A)i von
unterschiedlichen Potenzen von (—A) gehoren diirfen (0 < &,; < 1). Fiir néhere
Erlduterungen dazu siehe Abschnitt 5.3.

Es reicht also wieder, Gleichung (3.18) nur fiir die Multiplikationsoperatoren
zu zeigen. Da sie in diesem Fall

M N
saﬁ/ A1 = )™ dA / N e
0 ON o
= (sa)ﬂ/ N1 = 25)"dA / A1 = ) dA
0 0

lautet, ist Gleichung (3.18) bewiesen. O

Mit dem iiblichen Verfahren kénnen wir nun das zweite Potenzgesetz beweisen.

Satz 5. Fir 0 < a <1 und 8 > 0 ist (—A)%)? = (=A)*?, d. h. Definitionsbe-
reiche und Funktionswerte dieser beiden Operatoren stimmen tiberein.
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BEWEIS: Fiir = 1 ist die Behauptung klar, sei also 0 < o < 1. Ist dann
z € D(((—A)*)?), so kénnen wir in (3.18) den Grenziibergang N — oo ausfiihren
und erhalten

Tasmanl (A0 = [ X0~ AROS A

0

Also ist z € D((—A)*) und (—A4)*Px = ((—A)*) .
Im Fall x € D((—A)*?) geht man analog mit M — oo vor. O



Kapitel 4

Approximation gebrochener
Potenzen mittels der
Yosida-Approximation

4.1 Motivation

Das Ziel von Kapitel 5 wird es sein, den Funktionalkalkiil derart auszuweiten,
daf er auch gebrochene Potenzen beriicksichtigt. Insbesondere soll es moglich
sein, dal damit auch kompliziertere Operatorgleichungen, in denen Operatoren
(—A)™ vor den Integralen oder auch als einzelne Summanden auftreten, einfach
auf die Multiplikationsoperatoren zuriickgefithrt werden kénnen.

Diese Erweiterung kann dhnlich wie in Lemma 12 mit Hilfe der Operatoren
T, m,n bewiesen werden. Wir wollen jedoch einen anderen Weg vorfiihren und in
diesem Kapitel eine Approximation gebrochener Potenzen vorstellen, die—einmal
bewiesen—einen Beweis mit etwa dem gleichen Aufwand ermdglicht:

Wir approximieren die gebrochene Potenz (—A)® eines beliebigen Operators
A € Ky durch die gebrochene Potenz (—A,)® eines stetigen Operators A, € Ko,
namlich durch die der Yosida-Approximation Ay := AAR(\; A) = A2R()\; A)—\I.
Diese Approximation konnte es also in gewissen Situationen ermoglichen, Beweise
zunéchst nur unter Zuhilfenahme der Stetigkeit des Operators A zu fithren und
anschliefsend mit einem Grenzwertprozels auf alle Operatoren A € Iy hochzuzie-
hen; Kapitel 5 ist ein Beispiel hierfiir.

Die Yosida-Approximation, die bereits beim Beweis des Satzes von Hille-
Yosida Verwendung fand (siehe z.B. [12, Abschnitt 1.3]), tauchte bereits etwas ver-
deckt bei Komatsu auf. Dieser erkannte in [1, I, Prop. 6.2 und 6.3|, dak —R(\; A)
und AR(A; A) — I in K sind und die Gleichung (—A)*R(\; A)* = [I — AR(X\; A)|*
fiir alle > 0 erfiillen.

Dieses Kapitel basiert letztlich auch auf dieser Gleichung, deren Interpreta-
tion, wie sie hier vorgefiihrt und spéter benutzt werden wird, scheint jedoch neu

46
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Zu sein.

Schlieflich wird sich die Vermutung als naheliegend erweisen, dafs diese Ap-
proximation auch einen Zugang zu gebrochenen Potenzen von Operatoren der
Klasse Ky analog zu Kapitel 3 ermoglichen kénnte. Mehr dazu in Abschnitt 4.5.

4.2 Uberblick iiber die zu beweisenden Aussagen

Beginnen wir mit einer Auflistung der Hauptaussagen dieses Kapitels:

Satz 6. Sei A € Ky. Fiir alle > 0 sei A, := AuR(p; A) = p?R(p; A) — pl die
Yosida-Approximation von A. Dann gilt:

(i) Vpu>0: A, —R(u; A) e KN L(X)

(i) Vo> 0 3IMy 4 >0V >0:||(=A)% < Mop®
Va >0 3IMyg >0Vu>0:||R(u; A)*|| < Mygp™™

(iii) Voo > 0 Vo € X ¢ lim,, oo [nR(1; A)|%r = 2.

(iv) Yoo >0V >0:

(—A,)z = {(_A)a[MR(M; Al*x VzeX
' R A)*(—A)°x ¥z € D((—A)?)

(v) Va>0Vr e D((—A)*): lim, oo(—A4,)% = (—A)*z.

Der Grenzwert existiert genau dann, wenn x € D((—A)%).

Aussage (i) liefert die Grundvoraussetzung, um iiberhaupt von den gebro-
chenen Potenzen von R(u; A) und (—A,) sprechen zu konnen. Da diese beiden
Operatoren und damit auch ihre gebrochenen Potenzen sogar stetig sind, ist die
Aussage (ii) iiber deren Normen von Interesse. Insbesondere ist fiir festes o > 0
die Operatorenfamilie {[uR(u; A)]% p > 0} gleichmékig beschrinkt, was eine
Verallgemeinerung der fiir alle « € N wegen A € K geltenden Aussage ist.

Diese Beschrianktheit schlieflich wird fiir den Beweis der Aussage (iii) beno-
tigt, die fiir natiirliche « ebenfalls bereits bekannt ist. Hierbei geht erstmals in
diesem Kapitel die Dichtheit von D(A) in X ein.

Mit Hilfe des Funktionalkalkiils wird dann Gleichung (iv) gezeigt, und aus
den Aussagen (iii) und (iv) und der Abgeschlossenheit von (—A)® folgt schlieflich
unmittelbar die Aussage (v).

4.3 Beweis von Satz 6

Beweis von Satz 6 (i):
Wenden wir uns dem Beweis von Teil (i) zu. Da beide Operatoren offensicht-
lich stetig sind, fehlen allein die Aussagen iiber deren Resolventen. Wir zeigen
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nun jeweils eine Darstellung fiir sie, aus der dann unmittelbar die gewiinschte
Normabschatzung folgt. Da wir auch spéter noch von diesen Darstellungen Ge-
brauch machen werden, fassen wir diese Ergebnisse in einem gesonderten Lemma

zusammen.
Wir definieren abkiirzend B, := —R(u; A) fiir alle g > 0 und setzen M :=
supssol AR A)].

Lemma 14. Fir alle A\, jp > 0 ist A € p(A,) und X € o(B,), und es gelten die
Darstellungen

RN Ay) = 5T+ (Z45) R(2; A) (4.1)
R(:B,) = 1 — LR(u+ % 4) (4.

sowie die Abschdtzungen

IR\ Ayl < 455

IR\ Byl < 455

BEwEIs: Mit Hilfe der ersten Resolventengleichung erhélt man:

O = A,) [T + (345) R (25 4)

= [(u + M = p*R(p; A)] [ﬁf + (A5) R (s A)]

= I+ ;fjrx [R(J‘T)‘A; A) — R(u; A)] — —(#J’i)QR(u; A)R(H“—Q;A)
= I+ [u+/\( fo) (uﬁxﬁ] R(p; A)R(%;A)
= 1.

Da die beiden Operatoren in der ersten Zeile offensichtlich kommutieren, ist
damit Gleichung (4.1) gezeigt. Der Beweis der zweiten Gleichung geht &hnlich:

M+ R(p; A)) [5] — 5R(p+ 55 A)]
= I+5[R(uA) = R(p+ 3 4)] — wR(w AR(p + 53 A)
= I+[5 (u+——u)——]R(u,A)R( +3:14)
= I

Aus diesen Darstellungen folgen sofort die gewiinschten Abschitzungen:

2M(p+A) 4 M 14M

||R()‘ A )H < #Jr/\ + (u+)\) uA ;Hr/\ LA X T X

sowie
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womit Lemma 14 und Satz 9 (i) bewiesen sind. O

Man beachte hierbei, daf die beiden Oberschranken in (4.3) und (4.4) sogar
unabhéngig von p sind, was im nun folgenden Beweis von Bedeutung sein wird.
Dieser kann fiir beide Operatoren parallel gefithrt werden:

Beweis von Satz 6 (ii):

Fir0 <a<meéeN, z€ X, N >0 und beliebige Operatoren C' € KN L(X)
mit sup,.o||[AR(X; C)|| < L gilt

l=oyall = fcat [Tt -aros o aa|
0

IN

N
cajn/ AH[T = AR(X; ©)]™x || dA
0
Gty [N RN OO an
N

N [oe]
< C;}n((L+1)m||$||/0 Aa—ld)\Jr“CHmHgC”Lm/N Aa‘m‘ldA)

= C;,}n(i(L + 1) N + ||C[|" L™ =N ||z]|.

Minimiert man nun diesen Ausdruck mit N := |LC—JH1L, so erhdlt man:
I(=C)°|l < ComL*(L+ 1) (5 + 555) IC11* = e(a, m, ) |||,

eine auch fiir sich genommen interessante Abschatzung. Mit ||A,| < pu(M + 1)
und [|—R(p; A)|| < Mu~" sowie L = M + 1 (nach (4.3) und (4.4), insbesondere
ist L unabhéngig von ) folgen durch Einsetzen dieser beiden Operatoren fiir C'
die Behauptungen in (ii). O

Beweis von Satz 6 (iii):

Sei zunéchst 0 < o < 1. Den allgemeinen Fall beweist man anschliefend leicht
mit Teil (ii) und dem ersten Potenzgesetz. Wie schon im bekannten Beweis zu
« = 1 betrachten wir zunéchst den Fall 2 € D(A). Es gilt dann:

eRGs A — o] = |

e / AT — AR(N; By)Jz d) — xH
0

(42) C’;% Ma/ )\a—QR(M_F%;A)xd)\—CaJﬂUH
0

I
X

L u/ AHR(@;A)W—OM:CH
0

cl /0 Aa—lL[”“;”R(“(A;”;A)—J]diH

A+1
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Cfl

a,l

/0 AU R(EGH A) Az d)|

< C;jMHAxH/ Fod- L
0
— 0 (u — 00).

Wegen ||[nR(p; A)]*|| < My, fiir Vi > 0 folgt aus der Dichtheit von D(A) die
Behauptung schlieflich fiir alle x € X.
Sei nun 0 < o < m € N beliebig. Dann ist 0 < 2 < 1, und daher geht

[uR(p; A))*w = [pR(p; A)] 7 - - [uR(; A)) =

Vv
m—mal

gegen x mit g — oo, denn die Operatoren [uR(p; A)]= sind gleichmiRig be-
schrinkt beziiglich ¢ und gehen nach dem bisher Gezeigten punktweise gegen die
[dentitét. 0

Beweis von Satz 6 (iv):

Kommen wir nun zum Schliisselergebnis dieses Abschnittes. Zwar ist die zu
zeigende Gleichung bereits bekannt, jedoch soll sie hier mit Hilfe des Kalkiils
erneut bewiesen werden, auch um zu zeigen, wie die in Kapitel 3 definierten
Operatoren Ty, ,, ;v auch in weiteren Beweisen eine Rolle spielen konnen.

Zuerst wollen wir explizite Darstellungen der Operatoren (—A,)* und R(y; A)®
herleiten.

Lemma 15. Fir alle p > 0 und 0 < a < m € N gilt:

(—4,)* = O, /u)\o‘l(l—ﬁ)maI[I—AR()\;A)]md)\, (4.5)

a,m o
Ros A = Co [ = ™o RO A" (46)
N
BEWEIS: Eine Substitution v = I‘i—)‘)\, A=5, L — ﬁ =p(l- ﬁ)Q ergibt

a,m

(-A)* = O, /Ooo AT = AR(A; A)™ dA

— c;}n/ )\0“1[1—(M—iAI+(ﬂA+"A2)2R(#“—+’\A;A))]md>\
0
_ %/0 NL( )™ [T — AR (A 4)]™ d

= Catnt [0 ()" [~ 5 R(E )] (A7)

1+ 1+ 1+
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w
- ol ;ﬂ/ (uzy)“‘l(%)mu — vR(v; A" (1 - g)‘%zy
0

m
= 0! / v (1 - ”)mfa*l[f —vR(v; A)]™ dv.
0

a,m M

Bei der zweiten Gleichung hilft die Substitution v = pu + %, A= ﬁ,
&=—-n*
RluA)* = Col [ e = AROG B, i
0
= Gl [ ERGe+ ) (48)
0
= C’a;n/ (v— )™ 'R(v; A)™ dv. O
I
Nun ist es nicht mehr schwer, fiir alle N > 0 zu zeigen, daft
N
(~A4) Tonay = [ A= ARG A" (R A (19)
0

gilt, denn nach Einsetzen der eben erhaltenen Darstellungen (4.5) und (4.6) und
dem iiblichen Ausmultiplizieren der Ausdriicke [I — AR(\; A)]™ sieht man, dafs
man den Funktionalkalkiil anwenden kann und die Gleichung nur noch fiir die
Multiplikationsoperatoren zu zeigen braucht. Fiir sie lautet die Gleichung nach
Einsetzen von (3.6) bzw. (3.7)

N N
()"t = a1 2 ()

und ist folglich fiir alle s > 0 erfiillt. Also gilt Gleichung (4.9) fiir alle Operatoren
A e K.

Laft man nun in (4.9), angewandt auf ein beliebiges © € X, N — oo gehen,
so folgt, dak [uR(p; A)|*x € D((—A)*) ist und (—A,)% = (—A)*[pR(w; A)|*x
gilt. Fiir z € D((—A)®) kann man dann die letzten beiden Operatoren vertau-
schen. O

Beweis von Satz 6 (v):

Die Behauptung (v) folgt nun direkt aus den Behauptungen (iii) und (iv)
und der Abgeschlossenheit von (—A)® durch den Grenzwertiibergang ;1 — oo in
(iv). O
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4.4 Ordnungsabschitzung fiir ||[[—AR(\; A)]’z|| mit
A — 00

Korollar 2. Fir 0 < a < f und v € D((—A)%) gilt die Ordnungsabschditzung
1T = AR\ A))Px]| = o(A™®)  mit X — oo.
BEWEIS: Satz 6 (v) liefert uns die Gleichung

AT = AR A) e = (—1A0)7 (= Ay) "2 = [AR(A; A)]* (=2 4,)° *(—A)*x.

Nun ist nach Satz 6 (ii) supyso||/[AR(A; A)]*|] < oo, und es reicht zu zeigen, dafs
(—3Ax)? punktweise gegen den Nulloperator konvergiert mit A — oo. Dies ist
der Fall, denn mit einer Substitution erhélt man aus Darstellung (4.5) fiir ein
beliebiges m > 3 — a:

(_IA/\)ﬁfa — C«fl

2 B—a,m

1
[ty O T RO Ay d Yy € X,
0

und das bendétigte Grenzverhalten folgt mit Lebesgue. O

4.5 Einige Anmerkungen

Satz 6 besagt auch, daf fiir jedes o > 0

[{[MR(M;A)]%; veX, p> 0}]

ein ,core” von D((—A)%) ist. Ein Vergleich mit den Bemerkungen am Ende von
Abschnitt 3.3 legt schlieklich den Gedanken nahe, daf es auch moglich sein sollte,
ausgehend von der Formel

m
(—A)% == s-lim C7L [ A7 (1=2)""T T AR(X; A))™a d) = s-lim (= A,,)%x
H—>00 0 ® [1—00
(0 < a <m,x € D((—A)*)) mit Hilfe des Funktionalkalkiils einen Zugang zu
gebrochenen Potenzen analog zu Kapitel 3 zu erhalten.
Die Operatoren Ty, ,, v wiirden dabei ersetzt durch

Toanani= ottt (= )™ 1ROV AY™ A = [y A
o
Die Ergebnisse dieses Kapitels wiirden dann als Beweis dienen, daf diese Definiti-

on gebrochener Potenzen zu der in Kapitel 3, also zu der von Komatsu, dquivalent
ist.
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(07

Im Unterschied zu Kapitel 3 wére die Unabhéngigkeit der Operatoren (—A)
(und auch der Operatoren T}, ,,, ,,) von m von vornherein offensichtlich, dafiir wird
man Probleme beim Analogon zu Proposition 9 bekommen.

Ein Vergleich der beiden definierenden Integrale zeigt, dafs sich beide nur um
einen Faktor (1 — ﬁ)m*a* im Integranden unterscheiden, daf also in diesem
Kapitel das Integral

(—A4)r = CoL, / 1T = AR(A: A" dA
0

im Césaroschen Sinne mit Parameter m —a—1, in Kapitel 3 hingegen im Cauchy-
schen Sinne (d.h. im Césaroschen Sinne mit Parameter 0) interpretiert wird.

Der Versuch der Verallgemeinerung von Kapitel 3 auf beliebige Parameter
¢ > —1 wére also ein Ansatzpunkt fiir weitergehende Untersuchungen.



Kapitel 5

Erweiterung des Funktionalkalkiuls
um gebrochene Potenzen

5.1 Motivation

Wie bereits zu Beginn des vorangegangenen Kapitels angedeutet, wollen wir nun
mit Hilfe der dort definierten Approximation gebrochener Potenzen mittels der
Yosida-Approximation den in Kapitel 2 entwickelten Funktionalkalkiil derart aus-
weiten, daf in der Funktion f € ¢ Faktoren und Summanden a®* auftreten
diirfen, die in Operatoren (—A)* {ibersetzt werden. Derart erhaltene Operator-
gleichungen sind dann zunichst auf D((—A)7) giiltig, wobei v := max, «,, sie
konnen dann aber oft mit einem Dichtheitsargument verallgemeinert werden.

In Abschnitt 5.3 werden wir dann zeigen, daf der Kalkiil auch gebrochene
Potenzen der auftretenden Resolventen zuldft und daf sich diese auch auf die
Operatoren —(—A)* mit unterschiedlichen Werten 0 < « < 1 beziehen diirfen,
was die letzte denkbare Erweiterung des Kalkiils im Zusammenhang mit der Be-
trachtung gebrochener Potenzen darstellt.

Doch auch wenn man nicht mit gebrochenen Potenzen von Operatoren ar-
beitet, kann diese Erweiterung von Nutzen sein. Taucht beispielsweise in einer
nur fiir alle z € D(A) zu beweisenden Gleichung ein Integral auf, das dhnliche
Konvergenzeigenschaften wie der uns nun gut bekannte Ausdruck

/oo MU AR A)rdd (0<a< 1) (5.1)

hat, so steht man bisher vor einem Problem, denn dieses Integral existiert zwar fiir
z € D(A) im Bochnerschen Sinne, i.a. jedoch nicht das Integral
[ S AT = AR(X; A)] dA. Spaltet man den Ausdruck (5.1) auf in

( / U = AR A) d) 4 (—A) / TR A) D)r.  (62)

1

54
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so existieren diese beiden Integrale im Bochnerschen Sinne, dafiir hat man sich
aber nun den Operator (—A) eingehandelt, den der Funktionalkalkiil bis jetzt
nicht vorsieht, er ist ja nur fiir stetige Operatoren geeignet. In der erweiterten
Fassung werden derartige Ausdriicke keine Probleme mehr bereiten.

Beginnen wir mit der Definition des verallgemeinerten Kalkiils.

5.2 Definition des erweiterten Kalkiils

Definition 6. Sei Gt die Menge aller Funktionen f : R, — C, die sich in der
Form

kn,i

_c—i—Zc a%+z ﬁn/ A =) () @0 (53)

darstellen lassen, wobei ¢ € C eine Konstante ist, fir allep =1,...,P o, > 0
und ¢, € C und fir allen =1,...,N (, > 0, mnENEGNm"undunem
komplezes Borel-Maf$ auf RT™ mit men)\ Fn d)pn| () < 00 ist.

Fiir jedes A € Ko und jedes f € G deﬁmeren wir auf

D(f(—A)) := {x € X; 3 eine Darstellung von f der Form (5.3) mit
z € D((=A)") fir v :=max{ay,...ap,[,..., ﬂN}} (5.4)

den Operator f(—A) : D(f(—=A)) — X durch

P N
f(=A) z=ca+) o (—A)"z+) (-A / HR Ai; AFridp, (X) @, (5.5)
p=1 n=1 Ry

+ =1

falls (5.3) eine beliebige gemafs (5.4) zu v € D(f(—A)) passende Darstellung von
f ist. Dabei interpretieren wir (—A)° als die Identitit.

Offensichtlich ist G* D G, und fiir f € G ist f(—A) = Hp(..4)(f). Die Haupt-
aussage dieses Kapitels ist der folgende Satz:

Satz 7. (i) Der Operator f(—A) ist wohldefiniert.
(i1) Fiir Yo, 3 € C und Vfi, fo € GT gelten die Rechenregeln
a) (afi+Bf)(-A)z=a- fi(-A)z+ - fa(-A)z
Vo € D(fi(=A)) N D(fx(—A))
b) (fi- f)(=A)z = fi(=A) o fo(=A)z  Vz € D((=A)"""),

falls es Darstellungen (5.3) von f1 und fo mit zugehirigen Konstanten ~,
und vy gibt.
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Der angegebene Definitionsbereich D(f(—A)) stellt in der Praxis kaum ei-
ne Einschrinkung dar: Will man néamlich eine konkrete Gleichung fi(—A)z =
fo(—A)x beweisen, so sind einem zwei Darstellungen f; und f, der gleichen Funk-
tion gegeben. Kann man nun garantieren, dak die formalen Ausdriicke fi(—A)z
und fo(—A)z einen Sinn ergeben, und zwar dadurch, daf alle auftretenden Ter-
me (—A)*x und (—A)P»z wohldefiniert sind, so kann auch der Funktionalkalkiil
angewandt werden.

Fiir die Gleichung aus Satz 6 (iv) miifste also z.B. x € D((—A)*) gefordert
werden, und es wiirde dann reichen, die Gleichung fiir die Multiplikationsope-
ratoren zu zeigen. Fiir die vollstdndige Aussage konnte man dann ein einfaches
Dichtheitsargument verwenden.

Die Forderungen an z in Teil (ii) b) sind ebensowenig restriktiv. Es muf allein
sichergestellt sein, dafs bei konkreten Darstellungen von f; und f, das Ausmultipli-
zieren des Operators fi(—A)o fo(—A) keine Probleme beziiglich der entstehenden
Ausdriicke (—A)®z bereitet.

Doch nun zum Beweis des Satzes: Teil (ii) kann dhnlich wie in der schwécheren
Version des Funktionalkalkiils bewiesen werden, wobei das erste Potenzgesetz aus
Satz 4 benotigt wird. Zum Beweis von Teil (i), also der Unabhéngigkeit des f(—A)
definierenden Terms von der Darstellung von f, werden wir Satz 8 beweisen, aus
dem dann Teil (i) folgt.

Satz 8. Es seien A € Ky und f € GT. Definiert man dann f,(s) := f(s‘fﬂ
alle s, 0 > 0, so ist f, € G fiir jedes p > 0, und es gilt

) fuir

f(=Au)z = HR(~;A)(fu) z VY >0VeeX
und folglich
f(-A)e = slimHee o (h) e Vo€ D(f(-4)

Auf unserem jetzigen Wissensstand ist dieser Satz wie folgt zu lesen:

Wihlt man eine bestimmte Darstellung von f, so lafit sich der zugehdrige de-
finierende Ausdruck von f(—A,)x berechnen durch Hpg(.,a)(f.)r und ist folglich
nicht mehr von der Darstellung von f abhdngig.

Fiir alle x € D(f(—A)) existiert der (eindeutig bestimmte) Grenzwert dieses
Terms fiir ;1 — oo und ist gleich dem f(—A)x definierenden Term; dieser ist also
ebenfalls unabhdngig von der Darstellung von f.

Wir beginnen mit der ersten Teilaussage und benotigen dazu als Vorarbeit die
folgenden beiden Lemmata.

Lemma 16. Ist o« > 0 und f(a) := a® fir alle a > 0, so ist f, € G und
M) (fu) = (A fiir Yy > 0.
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BEWEIS: Wihle ein beliebiges m > «. Zweimaliges Anwenden von (4.5), erst fiir
die Multiplikationsoperatoren, dann fiir den gegebenen Operator A, liefert uns

fu(s) = (:f:s)a
I
el Al (e R (R
und daher f, € G mit

K m—a—1
P () = Gy [ A (1= 2)" 7T = AR )"
0
= (_Au)a'

Lemma 17. Fir die Funktion f € G mit der Darstellung

rw= [ T1(G5) ) @0

mn 7]
+ =1

ist auch f, € G fir Vi > 0, und es gilt

Hae(f) = [ TTROG A du ).

=1
BEWEIS: Mit der Darstellung (4.1), angewandt auf die Multiplikationsoperatoren,

und der anschlieffenden Substitution y; = ®()); = uli\/{l fir Vi = 1,...,m,

mit dem zugehorigen transformierten Maf v,(S) := p, (®7(9)) (fiir alle Borel-
Mengen S € B((0, n)™)) erhilt man

fuls) = F(35)
[T () e
= | (V)
R:}nz_zl )\z—i__u
1 poye o1 P o
dpin (X
[M+Ai+(u+Ai>%+s] (A

mn
- ).
— B=Yi yi\2_1 k"’id o
= T [+ (- 2y ] @)
(0,p)mn 4

+ 1=

fiir gewisse Konstanten ¢y > 0. Im letzten Schritt wurde ausmultipliziert, wobei
die Einschrinkung cys # 0 unter dem Summenzeichen gemacht werden mufte,
da fiir die {ibrigen Terme die Existenz des Integrals nicht gesichert ist.
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Um zu zeigen, dafl f, € G ist, fehlen nun allein die Abschatzungen der Be-
tragsintegrale fiir den (s = 0)-Term. Ersetzt man nun s durch 0 und v, durch
||, und verfolgt man dann die eben vollzogenen Rechenschritte wieder zuriick,
so erhélt man als Oberschranke genau

[ 3 D,
R
was wegen f € G endlich ist.

Damit ist f, € G, und man erhélt Hp(.;4)(f,), indem man in der letzten Zeile
" L durch R(y;; A) ersetzt. Wieder verfolgt man alle Rechenschritte zuriick und
erhélt nach abermaligem Anwenden von Gleichung (4.1)

(f) = / HR)\,,A Fnsi i (X),
R

+ =1

was zu zeigen war. O

Beweis von Satz 8:

Sei f € G und z € X mit einer gemif (5.4) dazu passenden Darstellung
(5.3). Aus Lemma 16 und 17 folgt nun mit Hilfe der Rechenregeln aus Satz 1 (ii)
fir G, dak f, € G ist fiir alle 1 > 0 mit

P N Mn
p(f)r=cr+) e (—A)"z+) /mnH R\ 5 A)Fmidpu, (X) (—A,)Pra
p=1 n=1

Ry™i—1

fiir alle x € X. Wegen x € D((—A)") fiir v = max{ay,...,ap, B1,..., By} erhilt
man beim Grenziibergang u — oo aus Gleichung (4.1), Satz 6 (v) und Abschét-
zung (4.3) fiir die Voraussetzung des Satzes von Lebesgue den Grenzwert

P
ct+ ) (A O‘px—l—Z/ HR Ai s A)fidp, (X) (—A)Png,
p=1

Ry™i=1

was zu beweisen war. O

5.3 Der Funktionalkalkiil in der Endfassung

Fixieren wir nun noch die im Beweis von Lemma 13 aufgezeigte Aussage, daf sich
die Resolventen in den Integralen des Funktionalkalkiils auch auf unterschiedliche
Operatoren —(—A)®»i beziehen diirfen. In dieser Schlufform des Kalkiils wollen
wir gleichzeitig auch gebrochene Potenzen der Resolventen zulassen, was uns in
Kapitel 6 noch von Nutzen sein wird.
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Satz 9. (i) Die Klasse G" ist die Menge aller Funktionen f : R, — C der Form

P N mn .
D=ctYa+3 o /mnH (#)k A (a>0), (56)
p=1 n=1 i=1 "

R+
wobei ¢ € C eine Konstante ist, fir alle p = 1,...,P «, > 0 und fir alle
n=1,...,.N 6, >0, m, €N, k, € RT", gn € (0,1]™ und p, ein komplezes
Borel- Maf} auf RT™ mit men)\ Br || (X) < 00 ist.

(ii) Fir alle A € Ky und alle f € G ist dann
D(f(—A)) := {x € X; 3 eine Darstellung von f der Form (5.6) mit

z € D((=A)") fir v :=max{ay,...ap,[,..., BN}},
(5.7)

und der Operator f(—A) hat die Darstellung
P

f(=A)z ::cx+Z(—A)°‘px+Z /RMHR i —(— AT iy (X)

=1
(5.8)
falls (5.6) eine gemdf (5.7) zu x € D(f(—A)) passende Darstellung von [ ist.

BEWEIS: Seien zunédchst weiterhin die Vektoren En € N Die Verallgemeinerung
beziiglich der Variablen ¢, ; wird wie bereits im letzten Abschnitt erwéhnt mit der
Umformung (3.19) bewiesen: Wendet man sie auf die Multiplikationsoperatoren
an, so wird Darstellung (5.6) zu einem Ausdruck der Form (5.3). Bildet man den
zugehorigen Ausdruck f(—A) wie in (5.5) und wendet dann erneut Umformung
(3.19) an, diesmal beziiglich A, so erhilt man die Darstellung (5.8) fiir f(—A). Die
Aussagen iiber den Definitionsbereich macht man sich ebenfalls auf diese Weise
klar.

Ist nun k, € R} beliebig, so fiihrt man die Aussage mit den gleichen Ar-
gumenten auf den bis jetzt bewiesenen Fall zuriick, diesmal mit der folgenden
Umformung, die man fiir ein beliebiges m € N mit m > max, ; k,; aus Gleichung
(4.6) erhélt:

+
- / a3 HCW / = A R~ (- A) )
R :

= / dﬁ/ d,un HO m ) *kn,i*lR(Vi; —(—A)E”’i)m,
R (0,01) XX (0,vm i

n) =1

0



Kapitel 6

Der Abelsche Ergodensatz im
Mittel fiir Operatoren der Klasse K

6.1 Einleitung

In Kapitel 0 wurde bereits angekiindigt, dafs es mit Hilfe der in dieser Arbeit
erzielten Ergebnisse moglich sein wird, viele Beweise nun mit wenig Aufwand auf
alle Operatoren der Klasse Ky hochzuziehen. Ein Beispiel hierfiir soll nun vorge-
fiihrt werden.

Etwa 1970 startete P.L. Butzer die Untersuchung von Konvergenzraten beim
Ergodensatz im Mittel fiir verschiedene Arten von Operatorfamilien. U. Westphal,
damals in seiner Arbeitsgruppe tétig, veroffentlichte 1998 in [9] die Ergebnisse
ihrer Untersuchungen iiber die Konvergenzraten des Approximationsprozesses

s-lim A*R(\; A)%z = P, z € Xog:=N(A)® R(A),
A—0+
wobei N(A) der Kern von A, R(A) der Wertebereich von A und P die Projektion
von X, auf N(A) ist.
Dabei ging sie von der Darstellung

R\ A = /0 t e Mty

aus und mufte sich daher bei A auf Erzeuger einer gleichméfig beschrinkten
Halbgruppe beschrinken.

Steht einem jedoch der in den Kapiteln 2 und 5 entwickelte Funktionalkalkiil
zur Verfiigung, so ist es nicht mehr schwer, simtliche Ergebnisse der Arbeit [9]
auf den wesentlich allgemeineren Fall A € Iy hochzuziehen. Einige der Beweise
konnen ohne jede Modifikation iibernommen werden; in solchen Féllen soll hier
nur auf die entsprechenden Stellen in [9] verwiesen werden.

60
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6.2 Eine verallgemeinerte Inverse von (—A)®

Ziel soll es zunédchst sein, zu zeigen, daf s-limy_,o. R(A; A)* die Inverse von der
Einschrinkung von (—A)®* auf D((—A)*) N R(A) ist.

Dazu ist etwas Vorarbeit notig: Wir beginnen mit der Hilfsaussage wie in |9,
Prop. 2.2], deren nichttriviale Schritte (i) = (i7i) und (iii) = (iv) jedoch einen
neuen Beweis erfordern. Auferdem werden die Normabschitzungen von Satz 6
(ii) benotigt.

Proposition 10. Fir a > 0 und x € X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) =€ R((=A)),
(1))  s-limy_ 01 A*R(A\; A)%z =0,
(iii)) x € R(A),
(iv)  s-limy oy (—A)*R(\; A)%r = .

Insbesondere ist also R((—A)*) = R(A).

BEWEIS: Der Schluf (i) = (ii) folgt leicht zuerst fir x € R((—A)%) mit
|(=A)*R(N A = ||l = AR(N; A)]*|| < M, und anschliekend fiir beliebige
r € R((—A)®) mit Banach-Steinhaus und [[A*R(X; A)%|] < My ,.

Fiir die Implikation (i7) = (4i7) zeigen wir mit Hilfe der aus (4.8) folgenden
Formel

MR\ A)Y = O]

a,m

/ 0 e (ARG, ) 0, (6.1)
0

14u) u u

dak fiir jedes € X und jedes A > 0 der folgende nach Voraussetzung mit A — 0+
gegen z konvergierende Ausdruck in R(A) liegt (m > « beliebig):

T — MR\ Az = —cam/ T (“*“ ”“,A))m—l]xdu
_ _ca}n/ [+ AR 1)) — 1]zd
) ( ) —1|zdu
S <’:>A’“/ e B )
k=1 0
€ R(A)

Fiir den Schritt (ii7) = (iv) benutzen wir Satz 6 (iv) und Gleichung (4.7). Wegen
|(=A)*R(X; A)* — I]| < M4 + 1 reicht es wieder, nur den Fall z € R(A) zu
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betrachten. Sei also x = Ay und m > « beliebig.
[(=A)*R(X; A)*z — x|
1L = AR(X; A"z — =]

(4.7) - e a— u U m
L Hca;n/ o gt (1= 2R (A 4)] " — 1)

0
_ “ m < K k
= ) [ e () G A) Ay i
k=1
m 00
_ m _ k-1
< G Y () [ e R ) A RO ) A
Rt <M <(M+1)lyl

< A+ S (7,":)1\4'~f—1/0 W du
k=1
- 0 (A= 0+).
Der Schritt (iv) = (i) ist klar. O

Damit laft sich der nun folgende Satz herleiten. Fiir einen Beweis verweisen
wir auf |9, Satz 2.4]. Es ist hochstens anzumerken, daf auch in diesem allgemeinen
Fall \*R(X\; A)®x = x ist fiir Vo € N(A), was fiir natiirliche « sofort eingesehen
werden kann und fiir beliebige o > 0 dann aus Gleichung (6.1) folgt.

Satz 10. Fir A € Ky, a >0 und x € X gilt:

(i) s-limy o4 N*R(\; A)%x existiert genau fir x € Xo, und in diesem Fall gilt
s-limy 04 A*R(A; A)*x = Px.

(i) s-limy o4 R(\; A)*x existiert genaw dann, wenn es ein Element y €
D((—=A)*) N R(A) gibt mit x = (—A)%y.
In diesem Fall ist y eindeutig bestimmt durch y = s-limy_o4 R(\; A)%x.

Definiert man nun (—A)¢ als die Einschrankung von (—A)* auf D((—A4)*) N
R(A), dann sieht man anhand von Satz 10 (ii), daf

e s-limy oy R(A\;A)*(—A)y =y fir Yy € D((—A)2),

e (—A)%s-limy 0y R(\;A)*r =z wenn s-limy .o, existiert.

Der Operator s-limy_,o4 R(A; A)* ist also die Inverse von (—A)% und wére daher
auch eine geeignete Definition des Operators (—A)~%, was hier jedoch nicht néher
verfolgt werden soll. Wir erweitern nun diese Inverse auf N(A) @ R((—A)%):

Definition 7. Fir o > 0 sei der Operator B® auf D(B®) := N(A) ® R((—A)%)
definiert durch B*x =y, wobeiy das eindeutig bestimmte Element in D((—A)*)N
R(A) ist mit (—A)*y = x — Pu.
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In der folgenden Proposition sollen einige Eigenschaften des Operators B¢
gesammelt werden, die auch schon im Halbgruppenfall galten:

Proposition 11. Fir o, 3 > 0 gilt:

(i) B ist ein abgeschlossener Operator mit D(B®) = Xy und N(B%) =
N(A).

(i) B|rayz = (=4)2)"

(111) Fiir x € Xq existiert der Grenzwert s-limy o4 A" *[A\*R(A\; A)*x — Px]
genay fir x € D(B®). In diesem Fall ist der Grenzwert gleich B*x.

(iv) Fiir 0 < 3 < «a gilt D(B%) C D(B?), und es ist B’z = (—A)*#Bx
(x € D(B%)).

(v) BB = Bo+h.

Hierbei folgt Aussage (iii) direkt aus Satz 10 (ii), die Aussagen (iv) und (v)
folgen sofort mit den entsprechenden Aussagen fiir die gebrochenen Potenzen von
(—A).

6.3 Charakterisierung der Konvergenzraten

Als Ziel dieses Kapitels wollen wir nun die Konvergenzgeschwindigkeit von
A*R(\; A)*z gegen P f mit A — 0+ mit Hilfe des zu den Rédumen X, und D(B%)
gehorenden K-Funktionals charakterisieren, das hier also die Form

K(t,z; X0, D(BY)) = inf {|lz -yl +2[|B%[[} (v €Xo, £>0)
yeD(B*)
annimmt.
Es geht gegen 0 mit ¢ — 0+ fiir alle x € Xj, und zwar genau dann mit

—~— Xo

der Ordnung O(t), wenn x € D(B®) ist, das ist die relative Vervollstandi-

gung von D(B®) beziiglich Xy, also die Menge aller = € Xj, zu denen eine Folge

(zp,) C D(B®) existiert mit lim, ||z, — || = 0 und sup,||B*z,|| < oo. Fiir
X

reflexive Rdume X gilt D/(\BZ) = D(B®). Fiir ndhere Informationen siehe [13].

Wir fiihren also nun zwei Approximationsprozesse ein, einen fiir den satu-
rierten und einen fiir den nicht-optimalen Fall in Satz 11 b). Der erste, G4 (),
ist eine direkte Ubertragung des entsprechenden Prozesses in [9] und nach kur-
zer Betrachtung der dort benutzten Beweismethode weitgehend naheliegend. Hier
miissen nur die dort genannten Eigenschaften von G, () neu bewiesen werden.

Der zweite, H,(A), ist dafiir umso weniger einsichtig. Dies liegt daran, dafs
die von diesem Approximationsprozef erfiillte Gleichung (6.3) urspriinglich vom
Halbgruppenfall motiviert wurde und unter wesentlicher Ausnutzung der von A
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erzeugten Operatorenhalbgruppe bewiesen wurde. Bei den eigentlich benotigten
Eigenschaften dieser Approximation spielt dies jedoch keine Rolle mehr, und mit
Hilfe des Funktionalkalkiils konnte Gleichung (6.3) auch fiir den allgemeinen Fall
A € Ky bewiesen werden.

Letztes Relikt des Halbgruppenfalles ist die sonst nur dort auftauchende Funk-
tion p,, deren L(0, 00)-Zugehorigkeit spétestens seit [5] bekannt ist.

Lemma 18. Fiir a, A > 0 und x € Xy definieren wir
Go(Nz = (—A)O‘R()\- A)*x + Px

sowie H,(Nx = z+ Z (3)° (?, A)%z + Px.

J

Dann gilt
(i) s-limy o1 Go(N)x = s-limy 01 Hy(N)x = 2.

(i) Go(N)z und Ho(N)x gehoren zu D(B®) wund erfillen PG,(\)z =
PH,(\)x = Px sowie

B*Go(N)x = A" [A*R(\; A)%r — Pz und (6.2)
B*H,(\)z = A 120 /0 Pa(w)(2)**R(2; A)* (¢ — Px)du, (6.3)
wobei  pg(u) = Z — )T € L(0,00).

BEWEIS: zu (i): Anhand von Definition 5 sieht man, daf N(A) C N((—A)?) ist
fiir alle > 0, und mit Hilfe von Proposition 10 erkennt man dann, daf

ER(A) =0

A

—— - ~
s-limG,(A\)z = slim [(—A)*R(X\; A)* (I — P)z+ (—A)*R(X\; A)*Pz ] + Px

A—0+ A—0+
= (I—-P)x+ Pzr=u.

Beziiglich H,(\)z bemerkt man zuerst, daf die definierende Summe absolut kon-
vergiert, so daf man den Grenzwert fiir jeden einzelnen Summanden ausfiihren
darf, und man erhilt mit Satz 10 (i):

i—ilgfrlH( x—x—l—PxZ ) + Pz =ux.
u (ii): Fir PGo(A)x = PH,(\)z = Pz bemerken wir, daf fiir jeden stetigen
mit A kommutierenden Operator C, der auf N(A) mit dem Nulloperator iiber-
einstimmt,
PCx=PC(I - P)x+P(CPx=0
—_———— N~~~

€R(A) =
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ist fiir alle x € X, und dafs diese Eigenschaften von
CAFRO AN md T3 1)) RC )
k=1
erfiillt werden.

Gleichung (6.2) zeigt man schnell mit

Go(N)x — PGy(N)x = (—A)*R(\ A)% = (—A)*R(\; A)%(z — Px)
= (=A4)" [)fa ()\aR()\; A)*r — Px)],

Gleichung (6.3) ist um einiges schwieriger zu zeigen. Wir etablieren zunéchst die
Operatorgleichung

)\_arp(?j))(_A)a/ooopa(u)(%)ZaR(%;A)2azdu:Z-l-Z(_l)j((;) (?)QR(%;A)QZ

(6.4)
fiir alle z € X. Fiir Halbgruppenerzeuger A konnte sie bereits im Verlaufe des
Beweises zu [9, Lemma 3.2 (ii)] fiir alle z € R(A) gezeigt werden. Insbesondere
gilt sie also fiir die Multiplikationsoperatoren (fiir sie ist R(A4) = X). Eine Sub-
stitution v = % auf der linken Gleichungsseite und Umschreiben der rechten auf

die Form
z—l—[@ R(u; A)° d(Z(—w‘(;%) (%)“5%)(10)2/

i=1

zeigt schliefslich, daf der Funktionalkalkiil in seiner Form von Abschnitt 5.3 an-
gewandt werden kann. Gleichung (6.4) gilt also zunéchst auf D((—A)%) und mit
einem Dichtheitsargument daher auch auf ganz D(A) = X.

Setzt man nun fiir gegebenes x € X, in (6.4) 2z := x — Pz, so folgt

J I

Hy(Na — PH,(MN)z = o+ Z(—nj(j) (3)*R(3;4)"x

o0

(z=Pr)+3 (1Y (5) (3)"R(3:4)" (@ = Pr)

(6.4) ar—al@a) [ 2 2
= (=A% FF(?Q)) / Pa(u)(2) " R(2; 4) (z — Px) du.
0
Da das letzte Integral zu R(A) gehort, ist Gleichung (6.3) gezeigt. O

Kommen wir nun zum eigentlichen Ziel dieses Kapitels, ndmlich der Verallge-
meinerung der Hauptaussage von [9].
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Satz 11. Sei A € Ko, a > 0 und x € Xy. Dann gilt fir A — 04:
a) [[N*R(N; A)*x — Px|| = o(A*) genau fir x € N(A).

b) Fir0 < <« sind dquivalent:

(i) IA*R(X; A)*z — Px|| = O(N)
(i) K\ X, D(B%) = O(\).
c) Speziell fir oo = ( sind die Aussagen (i) und (ii) in b) auch dquivalent zu
T N—— X
(iii) =€ D(Bo)
(11i’) x € D(B®), falls X, reflexiv ist.
Die Aussagen zu o = (3 besagen, daf der betrachtete Grenzwertprozefs
s-limy 04 A*R(A; A)* auf Xy mit der Ordnung O(A®) saturiert ist und dak die

Saturationsklasse die relative Vervollstindigung von D(B®) beziiglich X ist. Teil
b) fiir 0 < § < « behandelt den nicht-optimalen Fall.

BEWEIS: Teil a) folgt sofort aus Proposition 11 (iii), Teil ¢) ist eine direkte Fol-
gerung aus der zu Anfang genannten Eigenschaft des K-Funktionals.

Der Beweis zu b) folgt nun ganz analog zu [9] mit den Approximationspro-
zessen aus Lemma 18. Der Vollstindigkeit halber wollen wir an dieser Stelle nur
kurz den Beweis des Schrittes (i) = (ii) fiir 0 < § < « skizzieren, fiir den wir
die Approximation H,(A) bendtigen, die wir schon in Lemma 18 etwas genau-
er betrachtet hatten (fiir den Fall 3 = « wird dann die Approximation Gy ()\)
bendtigt, mit einer anderen Beweistechnik).

Es gelte fiir ein z € X,

INR(\; A)%z — Px|| < CX* (0 < X< A). (6.5)
Man beginnt wie {iblich mit
K(\Y, z; Xo, D(B%)) < ||t — Ho(Nz|| + A%||B*Ho (M) ||
und schitzt dann die Einzelterme weiter ab. Zunéchst ist
|lw—H w||<Z\ WG RG: A)% = Paf <20y [(5)]
7j=1
fiir 0 < A < \g, dann zelgt man auch, daf

N ua

N BYHy(N)z|| < My o—i [(2a) / |H —' :U—Pdeu

ebenfalls von der gewiinschten Ordnung ist, wobei (6.5), aber auch die Abschét-
zung

IA“R(X; A)* = Pl < Mao + || P

benutzt werden (P ist stetig, da N(A) und R(A) abgeschlossen sind). Details
findet man in |9, Beweis zu Satz 3.3|. O



Anhang A

Die Notwendigkeit hoherer
Resolventenpotenzen bei den
Operatoren T, ,,

In den Kapiteln 2 und 3 wurde erheblicher Aufwand getrieben, um einen funk-
tionierenden Ansatz fiir die Operatoren T, ,,, v zu entwickeln. Dieses Kapitel soll
dies nun rechtfertigen, indem bewiesen wird, daf der in der Arbeit [3] von Hovel
und Westphal verwendete Ansatz der Form

Toansv = | pon(INR(VX ) i
0

fiir @ > 11i.a. nicht zum Erfolg fiihren kann: Es wird gezeigt, daf es keine Funktion
Po mit A7 'po(N) € L(0,00) gibt, so daf fiir alle A € Ky und alle x € X die
Gleichung

(—A)” /Ooopa()\)NR(N)\; Az d\ = /ON AT — AR\ A)"Pad) (A1)

gilt, wobei wieder N> n < a < n + 1 gewahlt wird. Werte m # n + 1 sollen hier
nicht betrachtet werden, da sie zusétzlichen Aufwand erfordern wiirden.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt, zunichst nur fiir den Fall « ¢ N. Ange-

nommen, es gibt eine solche Funktion p,. Insbesondere gilt dann Gleichung (A.1)
auch fiir die Multiplikationsoperatoren, und fiir N = 1 folgt

00 1
s”‘/ Pa(A) 35 dA :/ A (1= 2" Vs >0, (A.2)
0 0

Gleichung (3.5) und Einsetzen der Definition von f ;41,41 =: f liefert damit

/Ooopa()‘)wlrs A\ = L(%f(t))(s) Vs > 0.
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Die linke Seite ist nun die Stieltjestransformierte von p, an der Stelle s, also
L(L(ps))(s). Der Eindeutigkeitssatz der Laplacetransformation besagt nun in ei-
nem ersten Schritt R

Bult) = £71) Vi > 0.
Fakt man nun p, und f als reguldre Distributionen auf, so ist mit f auch D"f
distributionell Laplace-transformierbar, und es gilt

LL(D"f)(t) = & 7(6) = Palt) ¥E>0, also LD"f =p,.

n!

Nun ist f auf (0,1) bereits im klassischen Sinne n-mal differenzierbar, wie
gleich gezeigt wird, also ist die Einschrankung von D" f auf D((0,1)) eine regu-
lare Distribution, die sowohl von %8” f als auch von p, représentiert wird, d. h.
es ist 0" f = p, fast iiberall auf (0,1).

Wir erzielen nun den gesuchten Widerspruch, indem wir zeigen, daf 0" f (im
Gegensatz zu p,) nicht auf (0,1) integrierbar ist.

Zeigen wir nun also eine geeignete Darstellung von f auf (0,1), die es uns
ermoglicht, 0" f auszurechnen und in nur einem einzigen Term auszudriicken.
Wir starten mit der Darstellung von f aus Proposition 1:

— ‘ _ \n—«a _ p\ya—(n+1) nd
f) = ¢ / (1 — )"=0(1 — £+ gy
= [ G- () e 0<u<),

wobei ¢ : [ (n +1-— a) [Na—n ] ~' Die letzte Umformung diente zur Vorbe-
reitung der nun folgenden Substitution y := =1+

. u—y _ 1-u t _ u—y _ 1—u _
= t=12 1-t=15, 5=10 U—t—yqa dy = =

Mit ihr erhalten wir
u
f) = g ) ()
= 0/ y”*“(figifzil dy (0<u<1).
0

So lassen sich die Ableitungen von f wunderbar einfach ausdriicken:

fi(u) = C(au/o any—!—a / e _nildy>
= c(u n+1 + / Oy~ a vy nil ?J)
= c(() + n/o T El_y))nﬂ dy)

( n—m

= amf(U) = (ncj:;z)' / yn_aﬁdy (m = 0, Cey n)
0

l:u

l:u
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Im ersten Rechenschritt wurde beim ersten Term der Hauptsatz verwendet, beim
zweiten Term durften Differentialoperator und Integral vertauscht werden, da der
Betrag der Ableitung des Integranden fiir alle u € [0, up] (0 < uy < 1) abgeschétzt
werden kann durch

n—1

yn—a(ztlo_-i-yy))nﬂ € L(O, u,)'

Inbesondere gilt also

" f(u) = cn!/o yn_aWdy.

Damit kann man nun leicht das Verhalten von 0" f(u) fiir u — 1— zeigen:

—00
8"f(u) U"Hosp C?’L'%
B e ) S
~———
—00
= —c(n-1),

d.h. 0" f(u) = O(7=5w) fiir u — 1—. (Die Anwendbarkeit von I'Hospital ist nur
fiir n # 0 gegeben, fiir n = 0 ist f(u) = O(In(1 — w)) fiir w — 1—, und f ist auf
(0,1) integrierbar.)

Fiir n > 1 ist f also nicht auf (0, 1) integrierbar, und der Beweis fiir den Fall
a ¢ N ist erbracht.

Fiir « = n € N hat man es etwas leichter: Die Gleichungen (A.2) und (3.2)
sowie Lemma 9 fiithren auf

e = [ b= [Ca0d =16 ) >0

tnfl

S Lp)() = () = ttet = LL(D"18,)(0) vt > 0,

wobei d; die in den Punkt 1 verschobene Deltadistribution ist (zum Zusammen-
spiel von Laplacetransformation und §-Distribution siehe [10, Beispiel 8.3-1]).
Fakt man wieder p, als reguldre Distribution auf, so folgt

Po = %Dn_l(sla

was sicherlich nicht richtig sein kann, denn D" 14, ist nicht regulir—Widerspruch.
O

Bemerkung: Dieser Beweis lieferte gleichzeitig die Hauptidee bei der Suche nach
einem Ersatzansatz. Interpretiert man namlich [ po(A)sid\ als

/Oif()\)(—aA)”/\isd)\ b als (-0 k|
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so wird man genau auf die Ausdriicke auf den rechten Seiten von (3.6) und (3.7)
gefithrt. Die Beweisschritte in Abschnitt 3.2 formulieren diese Idee sauber aus
und verallgemeinern sie auch auf die Werte m # n + 1.



Symbolverzeichnis

D(R)
D'(R)
S(R)
S'(R)
el ar
1lloo

L(f)=f

(I"f)(s)

(0, 00)

ky + -+ ky, falls k € N2

(ky—c¢,....ky—c), falls k € R*, c € R

At falls X € R? k€ RY

o1 ... 0k falls k € NI

die Menge aller stetigen linearen Operatoren B : X — X

{\ € C; (\[—A) ! existiert und ist stetig}, falls A : D(A) C X — X

linear

(M — A)~L falls A € o(A)

{A: D(A) - X; Aabgeschl., Ry C 0(A4), supysol[AR(); A)|| < oo}
{AeK; D(4) =X}

die Menge aller Funktionen ¢ € C*°(R) mit kompaktem Tréger

die Menge aller Distributionen

die Menge aller stark fallenden Funktionen (s. Kap. 1)

die Menge aller temperierten Distributionen (s. Kap. 1)
Supyenslio )]

lll|p, wenn D den Definitionsbereich von ¢ bezeichnet
die Laplacetransformierte von f (s. Kap. 1)

= ﬁ Jo (s =)7L f(t) dt (s > 0), falls Fauf {z € C; Rez > 0} defi-
niert und v > 0 ist. Es ist dann I” f ebenfalls Laplace-transformierbar

~

mit L(I7f)(s) = s77 f(s) fiir Vs > 0.
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